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KISMI TUREVLI DENKLEMLER (OZET) -
Kevfi Fonksivonlarin Yok edilmesi §

u= u(x, Y, z),v = v(x, Y, z); X, y, z degiskenlerinin bagimsiz fonksiyonlar1 olsunlar. CD(u,v) =0 ...(*%) &
denklemi ile tanimlanan tiim yiizeyler tarafindan saglanan en diisiik mertebeden KTD’y1 bulalim.z’nin E
X, y’lere bagli oldugunu go6zoniinde tutarak (*)’dan sirasiyla x ve y’ye gore KT’ler alinirsa =
@, (u, +u,p)+®, (v, +v,p)=0 Uy +U. PV +V, P §
(Du(uy+uzq)+(Dv(vy+vzq):0 u,+u,q Vv, +v.q 'E
Birinci Basamaktan Lineer Denklemler =
A(x,y)z, +B(x,¥)z, +C(x,y)z = G(x,y) seklinde genel formiilii verilen KTD’lerde Ax0 ve B=o0 ise jl = B ,
" ’ ' X A

2((5"7) +(0 seklinde fammlanan bir karakteristik denklem elde edilir. Buradan
Xy

2(x,y)=2(&,n) & = x,n =c ile doniigiim uygulanirsa ve &£ ., .n, KT leri bulunup

z,=2.¢,+1,m, ve Z,=2,&,+Z,n, formiliinde yerine yazilirsa ve z,,z, degerleri de verilen denklemde

yerine yazilirsa gerekli integraller alinarak (z,f,n)’ya bagli denklem elde edilir, buradan 5 »7] degerleri
yerine x,y cinsinden degerleri yazilarak ¢oziim elde edilir.

Birinci Basamaktan Yari Lineer Kismi Tiirevli Denklemler
P(x, Y, z)zX + Q(x, Y, z)zy - R(x, Y, z) seklindeki denklemlerin ¢oziimlerinde Lagrange Metodu kullanilir.

Burada 9X_dy _dz Lagrange Sistemi ile @ _Q, d2 _R <den u(x,y,z)=c,,v(x,y,z)=c, lerden herbiri
P Q R dx P dx P

yardimci sistemin bir ilk integralidir. Bulunan ifadelerin lineer bagimsiz olmasi dolayisiyla Jaqobienlerin
0’dan farkli olmasi gerekir.

a(u V) a(u V) u V)
a(x,y) a(x.2) aly.z)
Genel ¢oziim c; ve ¢, keyfi sabitler olmak lizere y=y(x,c,.c,), z=z(xc,c,) seklindedir. Bu denklemler ¢; ve

u u
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u, u,
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v, u

u, u
’ VX VZ

z

=0
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c,’ ye gore ¢oziliirlerse Lagrange sisteminin ¢oziimii U(X, Y, Z): C, V(X, Y, Z) = C, . Buradan u ve v farki

lineer bagimsiz olmalidir. CD(U,V) = 0 genel ¢oziimdiir.

Birinci Basmaktan Lineer ve Yari Lineer Kismi Tiirevli Denklemler icin Cauchy Problemi
Birinci Basmaktan Yari Lineer KTD’nin genel ¢6ziiminin [':X= X(t), y= y(t), z=1(t)

parametrik denklemleriyle 6nceden verilmis bir I' egrisinden gecen integral yiizeyinin belirlenmesinde
kullaniliss;

Lagrange sisteminden (ID(U,V): 0 bulunduktan sonra I"’deki degerler u ve v’de yerlerine konur, t’ye
bagli ¢, ve ¢, esitlikleri elde edilir.

Lineer Olmavan Birinci Basamaktan Kismi Tiirevli Denklemler
Bagdasabilir Sistemler

Birinci  basamaktan (x v,Z,p, q) 0

=0, G(xy.z,p.q)=0; p=p(xy.z), d=q(x,y,z) ise
[F.G]= a(F’G)Jr oF.G), alF, ) o(F.G) ve [F,G] ’ye F ile G’nin KROSE’si denir. [F,G]zO ise F

ap) o) P ap) T aa)

ile G bagdasabilirdir. Ortak ¢6ziim dz = pdx+qdy tam integraline bulunan p ve ¢ deZerlerinin
konulmastyla bulunur.
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Charpit Metodu §
Birinci Basmaktan F(x,y,z, p,q)=0 KTD’si i¢in Lagrange Sistemi; v
dx _ dy _ dz _ dp _ dg , sadece bir tane ilk integral bulunur. Buradan bulunan q
F, F, pF,+gF, F, + pF, F, +dF, o
T Y Ty Ty T -
Pve 0 degerleri dz= p(X, Y, z,a)dx + q(x, Y, z,a)dy "da yerine konursa tam integrali elde §

edilir. Singuler integral igin; tam integral ifadesinin a’ya ve b’ye gére tiirevleri almr ve bulunan a
ve b degerleri tam integralde yerlerine yerlestirilir.

/

Birinci Basamaktan Ozel Tip Denklemler
A) Sadece p ve q’yu iceren denklemler

F(p,q)=0 seklindeki denklemlerde dp=0°dan P =ailk integrali elde edili. G=p—-a=0 olup
F (a, Q) dan  q=Q(a) yazlip dz= pdx+qdy = dz=adx+ Q(a)dy ifadesinin integrali almirsa

z = ax+Q(a)y +bolarak elde edilir. dq =0 dan da ¢5ziime gidilebilir.

B) Bagimsiz degiskenleri icermeyen denklemler

F(Z, p,q)=0$eklindeki denklemlere karsilik gelen Charpit yardimer sistemi dﬁzdjolup P=aq ik
P q
integrali elde edilir.

C) Degiskenlerine Ayrilabilir Denklemler
Birinci Basamaktan bir KTD f(X, p)z g(y,q) seklinde yazilabiliyorsa ona degiskenlerine ayrilabilir

denklemler denir. Lagrange sistemi {l}ile {4}cbziliirse f(x,pla, {2}ile {5} ¢ozilince g(y,q)=a
bulunur. z = I p(x,a)dx + Iq(y,q)dy +b ile genel ¢oziim bulunur.

D) Clairaut Denklemi
Birinci basamaktan bir KTD z = pX+qy + f(p,q)ile ifade edilebiliyorsa ona Clairaut Denklemi denir.

Charpit yardimei sisteminden dp=0= p=a, dq=0=q=b yazlabilir ve P ve {4 *nun bu degerleri
denklemde yerine konursa z = ax +by + f (a, b) tam integrali elde edilir.

Ozel Tip Denklemlere Déniistiiriilebilen Denklemler
I) mvenherhangi sabitler olmak iizere; F(xm P, y”q): 0 ... (1) tipindeki denklemler;

. oM g . oz Oz dx 1-m m
e m=ligin X, = X doniisiimii uygulanirsa; p=—=——1=——p =x"p=(1-m)p,
ox oOx, dx X
Py

8x_6*x1 dx

P

e m=ligin X, = ln(X) doniisiimii uygulanirsa; p= a_ o ax =>Xp=p

e nN#ligin y, = y"™" doniisiimii uygulanirsa; |y"q = (1-n)q,

e N=licin Y, =Iny doniisiimii uygulanirsa; | Yq = Q,

e Boylece M ve N ’lerin herbir durumunda (1) denk.i daima F (qu1 )= 0 6zel sekline doniistiiriilebilir.
IT) k herhangi bir sabit olmak tizere; f(;<p z4q)=0---(2) tipindeki denklemler;

o k#-1icin z, =2"" doniisiimii uygulanirsa;
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oo o dz_|p=(k+1)z"p, g=2- 9% _Jq=(k+1)e"q
X Ox dz, oy E}L dz,
Py G

e k=-1icin Z, =Inz doniisiimii uygulanirsa;

ooz @ _|P=P| @ o & [d=1q)
ox  0x, dz, oy oy dz

Py o

Winiino1sv

k *nin her durumunda (2) denklemi F ( p,,q, ) =0 o6zel sekline doniisiiyor.

III) m, n ve k herhangi reel sabitler olmak iizere; F (Xm z* P, y” z¥ C{)= 0 ... (3) tipindeki denklemler;
_ 0z 0z dz; dy, oz dz dy,

p=——=—-——-=-—""——" veE q - = ..
ox oOx dz; dx, oOx, dz; dx oy oy dz, dy, oy, dz, dy
Py G

Bu tip denklemleri ¢ozmek i¢in I ve II’de verilen doniisimler ardarda uygulanir. Yani tiirevleri
hesaplanip (3)’de yerine yazilir ve denklem F ( p,.q, ) =0 sekline doniisiir.
IV) F (Z, x"p, y”q) =0 tipindeki denklemler;
Bunlara I’deki doniigiimler uygulanirsa F (Z, p;.q, ) =0 olur. Bu denklem bagimsiz degiskenleri
icermeyen denklemlere donisir. p - aq, doniisiimii ile ¢ozime gidilir.
V) f (X, A p)z g(y, qu) tipindeki denklemler; Bunlara II’deki doniigiimler uygulanirsa f, (X, P, ) =0, (y, ql)
degiskenlerine ayrilabilen 6zel tipden denklemlere doniisiir. Yukaridaki C ¢6zlimii ile sonuca gidilir.

Yiiksek Basamaktan Lineer Kismi Tiirevli Denklemler

ikinci Basamaktan Lineer KTD:
A(x, y)u,, +B(x,y)u,, +C(x, y)u
= ——

D’ D,D,

X

+D(x, Y, +E(x,y)u, + Fu=G

yz D, D,

{2

O

Bu tiir denklemlerin bazi 6zel durumlar disinda genel ¢oziimiinii elde etmek zordur. a,b,c.d,e, f ler
sabitler olmak lizere; | = aDX2 +bD,D, +ch2 +dD, +eD, + f olsun.

Eger L=LL,=L,L, seklinde yazilabiliyorsa; | =aD, +bD,+c, Ve L,=a,D,+b,D,+c, seklinde
carpanlarma ayiririz. Burada Lu=0" m ¢oziimi u, ve L,u=0" m ¢oziimii u, olsun. Buradan u=o

denklemin genel ¢oziimiidiir.
Genel ¢oziim U =U, +U, ise

Gy —C

u=e?® fl(blx—aly)JreaTzx f,(b,x-a,y)a,,a, #0

Uy Uy
-G Gy

- 2
u=e" yfl(x)+ebz f,(x):a,a, =0 > fi.f,ec

Yy Uz

ikinci Basamaktan Lineer Denklemleri Siniflandirma, Kanonik Formlar

A, V)2, +B(x,Y)z,, +Cx y)z,, + D(x, y)z, + E(x, V)2, + F(x,y)z=G(x.y) .. (1)
II basamaktan lineer KTD’de
A(X, y)zXX + B(X, y)zxy + C(X, y)zyy terimine (1) denkleminin esas kismi denir ve denklemin tipini

burasi belirler.

Winaino.ysvg
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A= BZ(X, y)—4A(x, y)- C(X, y) olsun.
A >0 ise (1) denklemi hiperbolik

A =0 ise (1) denklemi parabolik

A <0 ise (1) denklemi eliptik

2
Buradan A(d—yj - B(ﬂj+C =0 seklinde karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin

dx dx
—_ 2 _ _
d—y= B VB —4AC coziimii ile ¢= éZ(Xay)—c‘} egrileri elde edilir. Burada Jaqobien
dx 2A n=n(xy)=c,
_8(5’77 ) — S oy # 0 olmalidur.
o(xy) e my

2, =2:6,+Z,M|ve|Z, =2:6,+2,1,

2,=2:,6,+2, M veZ,=2,5,+2,7],
— — - —

\ u \' u

Zxx - (chgx +V7777x )gx + Zféxx + (uféx + Un77x )nx + Zr]nxx

2 2
Zxx = Zggéx + Zgnnxé:x + Zggxx + Zgngxnx + annx + Znnxx

ny = (Vé‘fy +Vr777y )‘fx + Zéfgxy + (ngfy + u7777y )’7x + Znﬂxy
ny = fogxgy + qunyé:x + Z;’é:xy + qugynx + Z,m77x77y + Z7777><y

Zyy = (Vfgy +Vf777y )éy T Zé‘fyy +(ur§§y +U,777y )773/ T Znnyy

2 2
Ly = Zééfy + Zinnygy + Zé‘fyy + Ze‘n‘fyny + Zrm77y + Znnyy

Bulunan degerler verilen denklemde yerine konulunca sadece & ve n iceren Kanonik Forma indirgenmis
denklem bulunur. Bu denklemin de integrali alinirsa z=..., f,g ec?seklinde ¢6ziim bulunur. integralde
eklenen C sabitleri f(f) seklindedir. Burada & ve n’larin yerine x ve y degerleri konularak genel ¢oziim
bulunur.

Is1 Denklemi
U, —kU, =0 seklinde tammlanan denkleme 1s1 denklemi denir.

U(x,0)=f(x)0<x<L ,  U(0t)=0,u(L,t)=0,t>0
U(x,t)= ibne_m"t sin%
n=1

2_2

L
b, =2 t(x)-sinax ,  4,="7
L) L

L2
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