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摘 要

摘 要

残余引力波的扰动功率谱在高频部分会存在紫外发散问题，应该被消除掉。

基于宇宙从暴涨到加速膨胀五个阶段的幂律膨胀行为，本文首先构建了描述残

余引力波在宇宙中演化的严格解析解。然后利用此解析解，本文对谱的紫外发

散问题进行了系统的研究。本文发现，今天的残余引力波由真空和引力子组成，

其中真空部分在 f > 1011Hz频段占主导，而引力子部分在 f < 1011Hz频段占主
导。引力子由不同宇宙膨胀阶段间的转变产生，主要贡献来自于暴涨到再加热

阶段的转变。本文利用弯曲时空量子场论中的绝热规则化来扣除真空部分导致

的发散，其中对功率谱的发散扣除到第二绝热阶，而对能量密度谱和压强谱的

发散扣除到第四绝热阶。之后，本文分别展示了三种可能的规则化方案：在观

测时做规则化，在暴涨结束时做规则化，以及在出视界时做规则化。在第一种

规则化方案中，我们需要引入高能标截断来扣除引力子导致的真空发散。本文

发现三种规则化方案都给出了相似的谱型，而在暴涨时远在视界外定义的原初

谱实际上并未受到影响。最后，本文还对规范不变的标量曲率扰动规则化做了

讨论，并利用两种规则化方案进行研究，然后发现，标量谱指数、张标比以及

单场慢滚暴涨的一致性关系均未受到影响。

关键词： 残余引力波，弯曲时空量子场论，紫外发散，绝热规则化，暴涨宇宙

学
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ABSTRACT

ABSTRACT

The spectrum of relic gravitational wave (RGW) contains high-frequency diver-
gences, which should be removed. We present a systematic study of the issue, based
on the exact RGW solution that covers the five stages, from inflation to the acceler-
ation, each being a power law expansion. We show that the present RGW consists
of vacuum dominating at f > 1011Hz and graviton dominating at f < 1011Hz, re-
spectively. The gravitons are produced by the four cosmic transitions, mostly by the
inflation-reheating one. We perform adiabatic regularization to remove vacuum diver-
gences in three schemes: at present, at the end of inflation, and at horizon-exit, to the
2-nd adiabatic order for the spectrum, and the 4-th order for energy density and pres-
sure. In the first scheme a cutoff is needed to remove graviton divergences. We find
that all three schemes yield the spectra of a similar profile, and the primordial spectrum
defined far outside horizon during inflation is practically unaffected. We also regularize
the gauge-invariant perturbed inflaton and the scalar curvature perturbation by the last
two schemes, and find that the scalar spectra, the tensor-scalar ratio, and the consistency
relation remain unchanged.

Keywords: Relic Gravitational Waves, Quantum Field Theory in Curved Spacetime,
UV Divergence, Adiabatical Regularization, Inflationary Cosmology
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第一章 绪论

第一章 绪论

引力波是一百年前爱因斯坦广义相对论中的预言。在 2016年 2月 11日，
美国的激光干涉引力波天文台（LIGO）宣布探测到了两个黑洞绕转并合的过程
中产生的引力波辐射 [1]。作为引力波存在的第一个直接证据，他们的发现开启
了引力波天文学的大门，使我们在电磁波之外对宇宙中各种天文现象拥有了全

新的探测手段，将会对天体物理和理论物理的发展产生深刻的影响。

通常我们认为，引力波可以由由致密星体的绕转、并合产生，也可以来自

于超新星的爆发、宇宙极早期的一级相变过程等等。而在现代宇宙学中，有

一类特殊的引力波，它源自于宇宙极早期暴涨阶段的引力场量子涨落，一直

留存到今天，所以被称作是残余引力波（RGW）[2–17]。由于其量子起源，残
余引力波被认为更有可能帮助物理学家去发掘广义相对论和粒子物理标准模

型之外的新物理，甚至揭开量子引力的奥秘。在经历了再加热、辐射为主、物

质为主和加速膨胀这四个阶段的宇宙演化后，残余引力波成为现在宇宙中存

在的一个统计背景。由于它在演化过程中几乎不受其他天体物理过程的影响

[18–23]，残余引力波携带了极早期宇宙中独特的信息。而且，由于它的谱横跨
(10−18 − 1011)Hz的频率范围，残余引力波已经成为各种频段引力波探测器的目
标，比如说 LIGO[24]，Virgo[25]，GEO[26]，KAGRA[27]，LISA[28]，脉冲星
计时阵列 (PTA)[29, 30]，WMAP[31, 32]，Planck[33]，BICEP2[34, 35]以及极化
激光束探测器 [36, 37].

在暴涨期间，低频的残余引力波被拉到视界外，并保持不变，hk(τ) =

cons.。频段处于 (10−18 − 10−16Hz) 之间的模式在红移 z ∼ 1100 时再次进入

到视界中，并在宇宙微波背景辐射（CMB）上留下印记。其在探测范围 l ∼
(10− 3000)中的极化功率谱 CBB

l 正是由于残余引力波而产生 [31, 33, 38–41]. 另
一方面，高频部分的模式 (f > 1011Hz)永远不会出视界，它们会随着宇宙的膨
胀而衰减 hk(τ) ∝ 1/a(τ)，对应了残余引力波的真空部分。而残余引力波谱在高

频部分会随频率增大 ∝ f 2，进而导致自关联函数，能量密度和压强中的紫外发

散现象。

这种真空发散也出现在弯曲时空的其他量子场中，比如暴涨子场以及度规

扰动的标量部分。为了消除这些发散，我们通常在平坦时空量子场论中引入算

符的正规排序，但这一方法在膨胀宇宙中不再适用，因为真空中某些特定的组

分是有物理效应的。所以 L. Parker和 S. A. Fulling发展出了带有最小减除原理
的绝热规则化来处理这一问题 [42–47]。该方法可以被应用到膨胀宇宙中的量子
场上，所以对残余引力波也适用。利用绝热规则化，量子场的真空发散可以被

有效的减除到需要的绝热阶，而真空中物理相关的部分被保留了下来。规则化

后的残余引力波谱在高频被压低了下来，成为高频引力波探测器的目标 [36, 37].
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第一章 绪论

低频段的谱 (10−18 − 1011Hz)也可能被规则化修改。所以要给出一个精确结论，
我们需要详细讨论残余引力波的结构。

在文献中，前人提出了不懂的规则化方案来处理暴涨期间量子场的绝热规

则化问题 [48–55]。对于规则化后的原初谱以及定义在低频端的谱指数，这些规
则化方案得到了各不相同的结果。甚至，对于绝热规则化是否可以消除真空发

散这个问题，目前也存在争议。先前的研究只考虑了暴涨阶段的谱，但没有考

虑今天的谱。而且，这些研究都依赖于暴涨期间的慢滚近似 [56–61]。有时，会
掺杂一些不自洽的处理。比如，在解扰动的演化方程时，慢滚参数首先被认为

是一个常数，但之后在计算跑动谱指数时却允许它变化有时，谱会在出视界时

被定义，而不是把原初谱定义在远离视界外。实际上，这两种定义方式会导致

巨大的差别。只有后一种才对应 CMB观测。这些先前研究中的缺陷会导致最
终原初谱，以及其规则化时的不确定性。

本文将对膨胀宇宙中残余引力波的功率谱、能量密度和压强谱进行研究，

并利用绝热规则化的办法处理残余引力波真空的紫外发散问题。首先，本文对

整个宇宙的膨胀历史进行描述，分成暴涨、重加热、辐射为主、物质为主以及

今天的加速膨胀五个阶段，其中每个阶段都可以用一个幂律的标度因子来表达

a(τ) ∝ τ d（这里幂指数 d为常数）。然后，本文考察残余引力波在暴涨时的产

生过程，以及产生后在上述膨胀宇宙中的演化过程，并得到了残余引力波覆盖

整个膨胀历史的解析解。利用在任何时刻和波数都适用的解析谱和谱指数 nt与

αt，我们明确展示了上面提到了两个谱是如何不同的，并得到了一个 nt 和慢滚

参数 ϵ之间的一致性关系。然后我们将探讨今天的残余引力波作为量子场的结

构，将其分解成真空部分和引力子部分，并得到在宇宙膨胀过程中产生的粒子

数密度。我们发现真空部分在高频端 f > 1011Hz占主导，引力子部分在低频端
f < 1011Hz占主导，不过二者都在一定程度上都会导致紫外发散。

接下来，我们将应用绝热规则化的方法和最小减除原理来去除残余引力波

的真空发散。我们将通过直接计算来证实，二阶绝热抵销项足以消除谱真空部

分的二次发散和对数发散，而我们需要四阶绝热抵销项来能量密度和压强谱中

存在的四次发散。为了得到收敛的今天残余引力波谱，我们还要从引力子贡献

部分中去除紫外发散。我们将展现三种规则化方案来处理真空发散问题，分别

是：在今天做规则化，在暴涨结束时做规则化，以及出视界时做规则化。对于

第一种方案，我们对今天的功率谱、能量密度和压强谱的真空部分进行了绝热

规则化，对引力子导致的发散部分则是通过截断来扣除的。后两种方案都是对

功率谱在暴涨期间进行规则化，然后根据演化方程使其演化成今天的谱。规则

化之后，三种方案导致的残余引力波谱非常相似，只有在第三种方案中会导致

一个常系数的差异，而这个常系数又可以被吸收到暴涨能标之中去。最后，类

比于对残余引力波的研究，我们求出了一类规范不变暴涨子扰动和标量曲率扰

动的严格解，然后暴涨期间的规则化方案被推广到了标量扰动的情形。规则化

2



第一章 绪论

的谱并未受到绝热减除的影响，所以张标比 r以及单场慢滚暴涨的一致性关系

都保持不变。
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第二章 宇宙学基础回顾

2.1 宇宙的背景演化

根据宇宙学原理，我们的宇宙在大尺度上是均匀各向同性的，而且今天精

确的宇宙学观测表明宇宙的三维空间是平坦的。那么宇宙的时空背景可以用

Robertson-Walker（RW）度规来描述

ds2 = dt2 − a2(t)δijdx
idxj, (2.1)

其中 a(t)为描述空间膨胀的标度因子。通常，我们可以把宇宙时 t做一个坐标

变换 dt = adτ，得到共形时 τ 下的 RW度规

ds2 = a2(τ)[dτ 2 − δijdx
idxj]. (2.2)

把上述度规代入到爱因斯坦场方程中，我们得到了描述宇宙演化的两个 Fried-
mann方程

H2 =
8πG

3
ρa2, (2.3)

H′ = −4πG

3
a2(ρ+ 3p), (2.4)

这里 H = a′/a是共动哈勃因子，′表示对共形时间求导。联立上述两个式子，
我们可以求出背景能量密度和压强所满足的连续性方程

ρ′ = −3H(ρ+ p). (2.5)

接下来，我们定义物态方程参数 w ≡ p/ρ，那么我们就可以通过上述几个方程

求出不同物质形态占主导的情况下宇宙的演化行为。对于标准的 ΛCDM 宇宙

学模型，我们知道宇宙中的能量组分有普通重子物质、辐射、暗物质和暗能量。

比如说重子物质约占整个宇宙能量组分的 4.9%，暗物质约占 26.8%，物态方程
参数满足 w = 0，由此我们可以解得在一个物质为主的宇宙中

a(τ) ∼ τ 2, ρ ∼ a−3. (2.6)

而辐射的物态方程参数满足 w = 1/3，所以在辐射为主的宇宙中我们有

a(τ) ∼ τ, ρ ∼ a−4. (2.7)

基于以上分析，我们可以推断，宇宙在今天的加速膨胀之前会有一个物质为主

的阶段，再之前则是辐射为主，这就构成了标准热大爆炸宇宙学的宇宙演化历

史。然而，标准热大爆炸宇宙学不能解释平直性疑难和视界疑难，也无法产生

与微波背景辐射观测相吻合的原初扰动，这些问题导致了暴涨宇宙学的出现。

5



第二章 宇宙学基础回顾

暴涨的基本图像是，在辐射为主阶段之前，宇宙经历了一个加速膨胀阶段，然

后经过一个再加热阶段产生粒子，再进入热大爆炸宇宙学的膨胀过程。这样一

来，宇宙的演化历史可以划分为五个阶段：暴涨、再加热、辐射为主、物质为

主以及今天的加速膨胀。所以我们可以采用如下幂律形式的参数化来描述宇宙

的演化历史。

对于暴涨阶段的标度因子，我们有

a(τ) = l0|τ |1+β, −∞ < τ ≤ τ1, (2.8)

其中 l0 和 β 是模型参数，τ1 是暴涨结束的时间 [3, 16]。宇宙膨胀速度可以用哈
勃参数来表述 H = a′/a2 = 1/l0|τ |2+β。在特殊的德西特背景暴涨下，β = −2，

所以我们有 l−1
0 = H。利用 CMB对标量扰动谱的观测数据 [32]，我们有谱指

数 ns = 0.9608 ± 0.0080，所以我们可以从 ns − 1 = 2β + 4 这个关系中推出，

β ≃ −2.02。对于 β ≃ −2，(2.8)式表达的膨胀是非常一般的，所以可以描述一
类暴涨模型的背景演化。

对于再加热阶段的标度因子，我们取

a(τ) = az|τ − τp|1+βs , τ1 ≤ τ ≤ τs. (2.9)

其中 βs = −0.3.
在辐射为主阶段，标度因子是

a(τ) = ae(τ − τe), τs ≤ τ ≤ τ2. (2.10)

在物质为主阶段，标度因子是

a(τ) = am(τ − τm)
2, τ2 ≤ τ ≤ τE. (2.11)

加速膨胀阶段一直持续到今天 τH 时刻，标度因子是

a(τ) = lH |τ − τa|−γ, τE ≤ τ ≤ τH . (2.12)

其中 γ ≃ 2.1来自于拟合 ΩΛ ≃ 0.7和 Ωm = 1− ΩΛ的 ΛCDM 标准宇宙学模型。

如上所述，五个阶段的标度因子都取了幂律形式。所以我们可以取标度

因子 a(τ)本身和它对时间的一阶导 a ′(τ)在五个阶段的四个连接点处连续。这

里会有一个整体的归一化因子，本文中我们取 |τH − τa| = 1，今天的哈勃半径

H−1
0 = lH/γ = 9.257× 1028h−1cm，其中 h = 0.69。如此一来，我们就固定了标

度因子表达式中的参数。此外，对于连接点处的时间选取，我们在计算中利用

下述约定：辐射为主到物质为主阶段的衔接发生在红移 z = 3293 [31]；暴涨的
能标取 1016Gev；再加热阶段宇宙的膨胀倍数为 a(τs)/a(τ1) = 300；所以在辐射

为主阶段开始时，宇宙的能标约为 1013Gev。具体这些约定的选取细节详见文献
[15, 16]。
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2.2 宇宙学扰动理论

现在我们对背景度规 (2.1)做一阶微扰 gµν = g0µν + δgµν，那么在共动坐标

下，我们可以把扰动的时间部分和空间部分分离开来，于是得到了

ds2 = a(η)2
{
(1 + 2A)dτ 2 + 2Bidτdx

i − [(1− 2D)δij + 2Eij] dx
idxj

}
, (2.13)

其中 A，Bi，D 和 Eij 均为远小于 1的一阶扰动量，与背景度规相比可以忽略
不计。A和 D 是三维空间中的标量，而 Bi 和 Eij 分别是三维空间中的矢量和

张量。

上述度规形式虽为最一般的表达式，但对扰动量的分解还并不彻底。比如

说对于任意一个三维空间矢量，我们可以分解成无散部分与无旋部分，其中无

旋部分又可以看成是某一三维空间标量的梯度，而无散部分才是真正的矢量自

由度。所以，我们这里也可以对矢量扰动 Bi继续做类似分解

Bi = BS
i +BV

i = −B,i +BV
i (2.14)

其中 BV
i ,i = 0。这样我们又引入了一个标量自由度 B。

而对三维空间中的张量扰动我们也可以做类似的分解

Eij = ES
ij + EV

ij + ET
ij . (2.15)

这里标量部分由 E 产生

ES
ij = (∂i∂j −

1

3
δij∇2)E, (2.16)

矢量部分部分由 Ei贡献

EV
ij = −1

2
(Ei, j + Ej, i) 其中 Ei, i = 0, (2.17)

张量部分我们用 hij 表示

ET
ij = hij 其中 hii = 0, hij,i = 0. (2.18)

如此一来，我们可以把度规彻底的分解成三维空间中的标量扰动部分，矢

量扰动部分和张量扰动部分。其中标量扰动部分是

ds2 = a(η)2
{
(1 + 2A)dτ 2 + 2B,i dτdx

i − [(1− 2ψ)δij + 2E,ij ] dx
idxj

}
, (2.19)

这里我们定义了曲率扰动

ψ = D +∇2E/3 (2.20)

现在标量扰动一共有四个分量，但其中两个分量并不是真正物理的自由度，可

以被规范选取所消除掉。类似的我们也可以写下矢量扰动的度规，但是在膨胀

7
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的宇宙中，矢量扰动会虽标度因子而衰减，所以通常不做考虑。而张量扰动部

分即引力波。其度规可以写成

ds2 = a2(τ)[dτ 2 − (δij + hij)dx
idxj], (2.21)

如上所述，这里张量扰动满足横波无迹条件 h00 = h0i = 0。将其带入爱因斯坦

场方程，我们得到引力波所满足的波动方程

�hij = 0. (2.22)

因为 hij 是对称张量，所以有 6个独立分量，而横波无迹条件会消掉 4个非物理
的规范自由度，所以我们最后得到引力波有两个自由度，分别表示两种极化方

式。对于每种极化而言，其满足的上述运动方程正是一个无质量标量场的克莱

因 -高登方程。
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第三章 残余引力波的产生与演化

在本章中，我们首先回顾了残余引力波在暴涨背景下的产生问题，然后利

用求得的原初谱讨论了功率谱和谱指数的定义。然后我们继续考虑残余引力波

在膨胀宇宙背景下的演化行为，并利用连接条件求得演化后的残余引力波解析

解以及今天的谱。

3.1 残余引力波的产生：暴涨张量扰动与原初谱

如上所述，宇宙学背景下的张量扰动（即引力波）有两种极化，而且都满

足无质量标量场的克莱因 -高登方程。接下来，本文讲讨论残余引力波在暴涨时
期的产生问题。残余引力波的起源是暴涨时期引力场张量扰动的量子涨落，对

此，我们采用弯曲时空量子场论中的处理方式，将时空背景视作经典的，但把

扰动看作是在这个弯曲时空下演化的量子场。

那么对于残余引力波而言，每种极化都可以看作是一个自由的无质量标量

场。为了对其量子化，首先我们通常进行如下的傅里叶分解

hij(x, τ) =
w d3k

(2π)3/2

∑
s=+,×

s
ϵij(k)

[
askh

s
k(τ)e

ik·x + as†k h
s∗
k (τ)e−ik·x

]
, k = kk̂, (3.1)

这里两个极化张量满足

s
ϵij(k)δij = 0,

s
ϵij(k)k

i = 0,
s
ϵij(k)

s′

ϵ ij(k) = δss′ , (3.2)

而且 ask和 as†k 是引力子的湮灭和产生算符，满足如下正则对易关系[
ask, a

r†
k′

]
= δsrδ

3(k− k′). (3.3)

对于残余引力波而言，我们通常假定两种极化模式 h+k 和 h×k 是独立的而且统计

上是等价的，所以，上标 s = +,×可以丢掉，而波动方程就变成了

h
′′

k(τ) + 2
a

′
(τ)

a(τ)
h

′

k(τ) + k2hk(τ) = 0. (3.4)

进一步设

hk(τ) = Auk(τ)/a(τ), (3.5)

这里 A是归一化因子，模函数 uk 满足如下波动方程

u′′k(τ) +

[
k2 − a′′(τ)

a(τ)

]
uk(τ) = 0. (3.6)

在暴涨期间，我们有标度因子 (2.8)，此时方程 (3.6)变为

u′′k +

[
k2 − (1 + β)β

τ 2

]
uk = 0, (3.7)

9
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此方程有如下通解

uk(τ) =

√
π

2

√
x

2k

[
a1H

(1)

β+ 1
2

(x) + a2H
(2)

β+ 1
2

(x)
]
, −∞ < τ ≤ τ1, (3.8)

其中 x ≡ k|τ |，系数 a1和 a2由暴涨期间的初条件选取所决定。注意 H
(1)

β+ 1
2

(x) =

H
(2) ∗
β+ 1

2

(x)。通常我们选取

a1 = 0, and a2 = −ie−iπβ/2, (3.9)

此时模函数变为

uk(τ) =

√
π

2

√
x

2k
a2H

(2)

β+ 1
2

(x), (3.10)

它在高频极限 k → ∞下回到闵可夫斯基平直时空下的正频模

uk →
1√
2k
e−ikτ . (3.11)

这个解也可以等价的写成贝塞尔函数的形式

uk =

√
x

2k

[
A1J 1

2
+β(x) + A2J−( 1

2
+β)(x)

]
, −∞ < τ ≤ τ1, (3.12)

其中系数 A1 = − i
cosβπ

√
π
2
eiπβ/2，A2 = iA1e

−iπβ [16]。
接下来，我们把残余引力波看作是海森伯表象下随时间演化的量子场，那

么量子态所生存的 Fock空间就不再随时间变化。除了方程 (3.10)的选择，我们
进一步假设量子真空态在暴涨期间由态矢量 |0⟩描述，而且对于 s = +,×和所
有的波数 k,满足

ask|0⟩ = 0, (3.13)

即在初始时刻是没有引力子存在的，但暴涨时却存在残余引力波的量子涨落

（真空能）。方程 (3.5)中的系数 A可以由量子归一化条件来确定：在暴涨期间，

残余引力波的每一个 k-模式与极化在高频极限下都有如下的零点真空能 1
2
~ω，

由此我们得到

A ≡
√
32πG =

2

MPl

, (3.14)

其中MPl = 1/
√
8πG是普朗克质量。因此，暴涨期间的残余引力波解析解可以

完整的写成

hk(τ) =

√
32πG

l0|τ |1+β

√
π

2

√
x

2k

(
−ie−iπβ/2

)
H

(2)

β+ 1
2

(x), −∞ < τ ≤ τ1. (3.15)

现在暴涨时期的初条件已由 (3.13)和 (3.15)式完全确定，这个初条件的选取又
被称作是 Bunch-Davies真空态。
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1.4

1.6

2 t(k
, 

)

|k |

图 3.1 β = −2时残余引力波谱 ∆2
t (k, τ)的形状。在 kτ = 0时，谱是平的；但在 k|τ | = 1

时，有 ∝ k1的斜率。

3.2 残余引力波的原初功率谱

这里我们定义算符 hijh
ij 的期望值为残余引力波的自关联函数,

⟨0|hij(x, τ)hij(x, τ)|0⟩ =
1

(2π)3

w
d3k (|h+k |

2 + |h×k |
2), (3.16)

其中我们利用了3.1) (3.2) (3.3)式。而功率谱就是两点关联函数的傅里叶变换
w ∞

0
∆2

t (k, τ)
dk

k
≡ ⟨0|hij(x, τ)hij(x, τ)|0⟩. (3.17)

所以说我们可以得到

∆2
t (k, τ) = 2

k3

2π2
|hk(τ)|2, (3.18)

这里因子 2来自于残余引力波的两种极化 +,×. 在引力波探测的文献中，通常
会采用特征幅度这个物理量 h(k, τ) =

√
∆2

t (k, τ)[62, 63]。功率谱的上述定义可
以在从暴涨到加速膨胀的任何时间适用。注意，在平坦时空背景下由于时间平

移不变性的存在，谱独立于时间；而在膨胀宇宙的背景下，残余引力波谱 (3.18)
是在随时间演化的。将 (3.15)式代入到 (3.18)中，我们得到暴涨期间的严格解
析谱

∆2
t (k, τ) = 2

k3

2π2a2
4

M2
Pl

|uk(τ)|2 =
k2(β+2)

2πl20M
2
Pl

x−(2β+1)H
(2)

β+ 1
2

(x)H
(1)

β+ 1
2

(x) (3.19)

图3.1给出了谱 ∆2
t (k, τ)随 x = k|τ |变换的行为。同时从 (3.19)式，我们也可以

得到相应的谱指数

nt(k, τ) ≡
d ln∆2

t

d ln k
= 2β + 4− x

H
(2)

β+ 3
2

(x)

H
(2)

β+ 1
2

(x)
− x

H
(1)

β+ 3
2

(x)

H
(1)

β+ 1
2

(x)
, (3.20)
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图 3.2 谱指数 nt 和 αt 随 k|τ |的变化。注意在 k|τ | = 0时 nt = αk = 0，但在 k|τ | = 1时

nt = αk = 1。

αt(k, τ) ≡
d2 ln∆2

t

d(ln k)2
= (2β + 1)x

H
(2)

β+ 3
2

(x)

H
(2)

β+ 1
2

(x)
− x2

1 + (
H

(2)

β+ 3
2

(x)

H
(2)

β+ 1
2

(x)
)2


+(2β + 1)x

H
(1)

β+ 3
2

(x)

H
(1)

β+ 1
2

(x)
− x2

1 + (
H

(1)

β+ 3
2

(x)

H
(1)

β+ 1
2

(x)
)2

 .(3.21)
在暴涨期间，对于固定的参数 β，(3.20)和 (3.21)式在长波极限 x≪ 1下给出

nt ≃ 2β + 4− 2

2β + 3
x2 +O(x3), (3.22)

αt ≃ − 4

2β + 3
x2 +O(x3). (3.23)

图 3.2绘出了 nt和 αt随 x的变化。这些结果对一类标度因子满足 a(τ) ∝ |τ |1+β

的暴涨模型适用。

原初谱在暴涨期间扰动远远出视界之后定义。在长波极限下，残余引力波

的解 (3.15)可以渐进展开为

hk(τ) =

√
8π2G

l0

−ieiβπ/2

Γ(β + 3
2
) cos βπ

(
k

2

)β+ 1
2

+O(kβ+
3
2 ), (3.24)

所以原初谱就是

∆2
t (k) ≡ ∆2

t (k, τ)|k≪1/|τ | = a2t
8

M2
Pl

(
H

2π

)2

k2β+4 ∝ k2β+4, (3.25)

其中 at =
√
π/2β+1|Γ(β + 3

2
) cos βπ| ≃ 1。注意 (3.24)式和 (3.25)式在长波极限

下是独立于时间 τ 的。谱的斜率 (3.25)式依赖于暴涨的参数 β。在严格德西特
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暴涨的情况下，我们有 β = −2且 at = 1，(3.25)式回到了标度不变的平谱 [58]

∆2
t (k) =

8

M2
Pl

(
H

2π

)2

+O(k2). (3.26)

β = −2.0125的原初谱 ∆t(k)如3.3中顶部曲线所示。在长波极限 k → 0下，我

们也可以得到谱指数的表达式

nt ≡
d ln∆2

t

d ln k
|k→0 = 2β + 4, (3.27)

αt ≡
d2 ln∆2

t

d(ln k)2
|k→0 = 0. (3.28)

αt的取值是跟慢滚近似的结果不同的 [60, 61]。我们同样可以引入慢滚参数

ϵ ≡ −H ′/aH2, (3.29)

其取值远远小于 1. 求解 (3.29)得到

ϵ =
β + 2

β + 1
. (3.30)

这里 ϵ可正可负，取决于 β的取值。这就推广了单场慢滚暴涨模型 ϵ > 0的结果

[58]。将 (3.30)代入 (3.27)中，我们得到

nt =
−2ϵ

1− ϵ
, (3.31)

此式推广了慢滚近似下 nt = −2ϵ的结果。在 ϵ非常小，其高阶项可以忽略不计

的情况下上式回到慢滚。

对于谱和谱指数，这里我们进一步指出前人文献中某些不自洽的处理。例

如，有时谱和谱指数会在出视界 k|τ | = 1时定义 [58, 60, 61]。然而，这会导致

∆2
t (k)|k|τ |≃1 =

8

M2
Pl

(
H

2π

)2 (
2x+O(x− 1)2

)
, (3.32)

以及如图3.2所示，谱指数变为 nt ≃ 1, and αt ≃ 1，与式 (3.25)、(3.27)和 (3.28)
的结果完全不同。（此区别对原初标量扰动也适用，对此我们将在第七章中讨

论。）从观测的角度说，在出视界 k|τ | = 1时定义谱和谱指数是不正确的。从

CMB各项异性和极化的解析计算中我们得知 [64–66],多级数 l处的功率谱 CXX
l

与波数 k处的原初功率谱满足如下关系

CTT
l ∝ |hk(τd)|2k=l/τH

, CEE
l , CBB

l ∝ |ḣk(τd)|2k=l/τH
,

其中 τd是 CMB形成的复合期时间，对应红移 z ∼ 1100。因为在谱 CXX
l 中我们

通常取 l ∼ (10− 3000) [31, 33, 39–41]，那么对应的波数也就是 [65, 66]

k ∼ l/τH ∼ l ∼ (10− 3000). (3.33)
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其中，在 τd时刻重新进入世界的波数是 k(τd − τm) = 1，即 k ≃ 26。而 (3.33)式
给出的波数 k在暴涨时期远在视界之外，例如，他们在暴涨结束的时刻 τ1给出

k|τ1| ∼ (6.4× 10−29 − 9.6× 10−26) ≪ 1。这些模式是被公式 (3.24)和 (3.25)描述
的。因此，我们的结论是，谱和谱指数应该在长波极限下定义，而在出视界时

定义是不对的。

原初谱的整体幅度 (3.25)是由暴涨期间的膨胀率也就是哈勃参数 H 来确定

的，而哈勃参数又跟暴涨的能量密度联系在一起 H2 = 8πGρ/3。在考虑观测时，

我们通常把谱 (3.25)写作 [67]

∆t(k) = ∆R r
1/2(

k

k0
)
nt
2
+ 1

4
αt ln( k

k0
)
, (3.34)

其中 k0 是 CMB 观测所取的基准共动波数，对应物理的波长 k0/a(τH) =

0.002Mpc−1，而 ∆R 则是由观测确定的曲率扰动谱 [68] ∆2
R = (2.464± 0.072)×

10−9，r ≡ ∆2
t (k0)/∆

2
R(k0)是张标比。最新对 BICEP2/Keck Array和 Planck数据

的联合分析给出，r < 0.07[35, 69]。

3.3 残余引力波在宇宙膨胀背景下的演化

如第二章中所述，对于宇宙膨胀的每个阶段，即暴涨、再加热、辐射为

主、物质为主和加速膨胀，宇宙的标度因子都可以参数化为一个幂律的形式

a(τ) ∝ τ d，这里 d为常数 [3, 4, 16]，那么方程 (3.6)的严格解析解可以写成是两
个汉克尔函数的叠加，

uk(τ) =

√
π

2

√
σ

2k

[
C1H

(1)

d− 1
2

(σ) + C2H
(2)

d− 1
2

(σ)
]
, (3.35)

其中 σ = kτ，而 C1 和 C2 是由宇宙相邻两个阶段连接点处的连接条件（uk 和

u′k 连续）决定的。这样我们就可以得到宇宙整个演化过程中的残余引力波解

析解 hk(τ)[16]。接下来我们就由连接条件来给出各个阶段连接系数详细的表达
式。注意，某些宇宙演化中的物理现象，比如中微子自由流 [18–20]、QCD相变
以及正负电子湮灭 [23]都会对残余引力波的幅度产生轻微的变化，在本文的研
究中，我们忽略这些效应的影响。

再加热阶段: 引力波波动方程 (3.6)在此阶段的通解为

uk(τ) =

√
π

2

√
t

2k

[
b1(k)H

(1)

βs+
1
2

(t) + b2(k)H
(2)

βs+
1
2

(t)
]
, τ1 < τ ≤ τs, (3.36)

其中 t = k(τ − τp)。两个系数 b1和 b2是由 τ1时刻的连接条件决定的，即暴涨期

间的模函数与再加热期间的模函数在衔接点出连续，其一阶导也连续。这样我
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们求得

b1(k) = ∆−1
b

{√
x1

t1

[
a1H

(1)

β+ 1
2

(x1) + a2H
(2)

β+ 1
2

(x1)
]

×
[

1
2
√
t1
H

(2)

βs+
1
2

(t1) +
√
t1H

(2)′
βs+

1
2

(t1)
]

−H(2)

βs+
1
2

(t1)
[

1
2
√
x1

(
a1H

(1)

β+ 1
2

(x1) + a2H
(2)

β+ 1
2

(x1)
)

+
√
x1

(
a1H

(1)′
β+ 1

2

(x1) + a2H
(2)′
β+ 1

2

(x1)
)]}

, (3.37)

b2(k) = ∆−1
b

{√
x1

t1

[
a1H

(1)

β+ 1
2

(x1) + a2H
(2)

β+ 1
2

(x1)
]

×
[

1
2
√
t1
H

(1)

βs+
1
2

(t1) +
√
t1H

(1)′
βs+

1
2

(t1)
]

−H(1)

βs+
1
2

(t1)
[

1
2
√
x1

(
a1H

(1)

β+ 1
2

(x1) + a2H
(2)

β+ 1
2

(x1)
)

+
√
x1

(
a1H

(1)′
β+ 1

2

(x1) + a2H
(2)′
β+ 1

2

(x1)
)]}

, (3.38)

∆b =
√
t1

[
H

(1)

βs+
1
2

(t1)H
(2)′

βs+
1
2

(t1)−H
(1)′

βs+
1
2

(t1)H
(2)

βs+
1
2

(t1)
]
.

其中我们取 x1 = kτ1 且 t1 = k(τ1 − τp)，而系数 a1 和 a2 是由暴涨时的初条件

(3.9)给出的。在高频极限 k → ∞下

b1(k) = i

(
β(β + 1)

4x21
− βs(βs + 1)

4t21

)
e−i(x1+t1)+iπβ+iπβs/2 +O(k−3) (3.39)

b2(k) = −ie−i(x1−t1)+iπβ−iπβs/2

(
1− i

β(β + 1)

2x1
+ i

βs(βs + 1)

2t1
− β2(β + 1)2

8x21

−β
2
s (βs + 1)2

8t21
+
β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1t1

)
+O(k−3) (3.40)

同理，对接下来的辐射为主阶段，我们有通解

uk(τ) =

√
π

2

√
y

2k

[
c1(k)H

(1)
1
2

(y) + c2(k)H
(2)
1
2

(y)
]
, τs < τ ≤ τ2, (3.41)

其中 y = k(τ − τe)，而 c1和 c2如下

c1(k) = ∆−1
c

{√
ts
ys

[
b1H

(1)

βs+
1
2

(ts) + a2H
(2)

βs+
1
2

(ts)
]

×
[

1
2
√
ys
H

(2)
1
2

(ys) +
√
ysH

(2)′
1
2

(ys)
]

−H(2)
1
2

(ys)
[

1
2
√
ts

(
a1H

(1)

βs+
1
2

(ts) + a2H
(2)

βs+
1
2

(ts)
)

+
√
ts

(
a1H

(1)′
βs+

1
2

(ts) + a2H
(2)′
βs+

1
2

(ts)
)]}

, (3.42)

c2(k) = ∆−1
b

{√
ts
ys

[
a1H

(1)

βs+
1
2

(ts) + a2H
(2)

βs+
1
2

(ts)
]

×
[

1
2
√
ys
H

(1)
1
2

(ys) +
√
ysH

(1)′
1
2

(ys)
]

−H(1)
1
2

(ys)
[

1
2
√
ts

(
a1H

(1)

βs+
1
2

(ts) + a2H
(2)

βs+
1
2

(ts)
)

+
√
ts

(
a1H

(1)′
βs+

1
2

(ts) + a2H
(2)′
βs+

1
2

(ts)
)]}

, (3.43)
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∆c =
√
ys

[
H

(1)
1
2

(ys)H
(2)′

1
2

(ys)−H
(1)′

1
2

(ys)H
(2)
1
2

(ys)
]
.

其中 ts = k(τs − τp)，ys = k(τs − τe)。在高频极限 k → ∞下

c1(k) = i

(
β(β + 1)

4x21
− βs(βs + 1)

4t21

)
e−i(x1+t1−ts+ys)+iπβ

+i
βs(βs + 1)

4t2s
e−i(x1−t1+ts+ys)+iπβ +O(k−3), (3.44)

c2(k) = −ie−i(x1−t1+ts−ys)+iπβ

(
1− i

β(β + 1)

2x1
+ i

βs(βs + 1)

2t1
− i

βs(βs + 1)

2ts

−β
2(β + 1)2

8x21
− β2

s (βs + 1)2

8t21
− β2

s (βs + 1)2

8t2s
+
β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1t1

−β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1ts
+
β2
s (βs + 1)2

4t1ts

)
+O(k−3). (3.45)

物质为主阶段模函数为

uk(τ) =

√
π

2

√
z

2k

[
d1(k)H

(1)
3
2

(z) + d2(k)H
(2)
3
2

(z)
]
, τ2 < τ ≤ τE, (3.46)

其中 z = k(τ − τm)。两个待定系数 d1和 d2如下

d1(k) = ∆−1
d

{√
y2
z2

[
b1H

(1)
1
2

(y2) + a2H
(2)
1
2

(y2)
]

×
[

1
2
√
ys
H

(2)
3
2

(z2) +
√
z2H

(2)′
3
2

(z2)
]

−H(2)
3
2

(z2)
[

1
2
√
y2

(
a1H

(1)
1
2

(y2) + a2H
(2)
1
2

(y2)
)

+
√
y2

(
a1H

(1)′
1
2

(y2) + a2H
(2)′
1
2

(y2)
)]}

, (3.47)

d2(k) = ∆−1
d

{√
y2
z2

[
a1H

(1)
1
2

(y2) + a2H
(2)
1
2

(y2)
]

×
[

1
2
√
z2
H

(1)
3
2

(ys) +
√
z2H

(1)′
3
2

(z2)
]

−H(1)
3
2

(z2)
[

1
2
√
y2

(
a1H

(1)
1
2

(y2) + a2H
(2)
1
2

(y2)
)

+
√
y2

(
a1H

(1)′
1
2

(y2) + a2H
(2)′
1
2

(y2)
)]}

, (3.48)

∆d =
√
z2

[
H

(1)
3
2

(z2)H
(2)′

3
2

(z2)−H
(1)′

3
2

(z2)H
(2)
3
2

(z2)
]
.

其中 z2 = k(τ2 − τm)，y2 = k(τ2 − τe)。在高频极限 k → ∞下，

d1(k) = −
(
β(β + 1)

4x21
− βs(βs + 1)

4t21

)
e−i(x1+t1−ts+ys−y2+z2)+iπβ

−βs(βs + 1)

4t2s
e−i(x1−t1+ts+ys−y2+z2)+iπβ

+
1

2z22
e−i(x1−t1+ts−ys+y2+z2)+iπβ +O(k−3), (3.49)
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d2(k) = −e−i(x1−t1+ts−ys+y2−z2)+iπβ

(
1− i

β(β + 1)

2x1
+ i

βs(βs + 1)

2t1

−iβs(βs + 1)

2ts
+ i

1

z2
− β2(β + 1)2

8x21
− β2

s (βs + 1)2

8t21
− β2

s (βs + 1)2

8t2s

− 1

2z22
+
β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1t1
− β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1ts
+
β(β + 1)

2x1z2

+
β2
s (βs + 1)2

4t1ts
− βs(βs + 1)

2t1z2
+
βs(βs + 1)

2tsz2

)
+O(k−3). (3.50)

最后对于当前的加速膨胀阶段，我们有模函数

uk(τ) =

√
π

2

√
s

2k

[
e−iπγ/2βkH

(1)

−γ− 1
2

(s) + eiπγ/2αkH
(2)

−γ− 1
2

(s)
]
, τE < τ ≤ τH ,

(3.51)
其中 s ≡ k(τ − τa)。而系数 βk, αk 如下

e−iπγ/2βk = ∆−1
e

{√
zE
sE

[
d1H

(1)
3
2

(zE) + d2H
(2)
3
2

(zE)
]

×
[

1
2
√
sE

H
(2)

−γ− 1
2

(sE) +
√
sEH

(2)′
−γ− 1

2

(sE)
]

−H
(2)

−γ− 1
2

(sE)
[

1
2
√
zE

(
d1H

(1)
3
2

(zE) + d2H
(2)
3
2

(zE)
)

+
√
zE

(
d1H

(1)′
3
2

(zE) + d2H
(2)′
3
2

(zE)
)]}

, (3.52)

eiπγ/2αk = ∆−1
e

{√
zE
sE

[
d1H

(1)
3
2

(zE) + d2H
(2)
3
2

(zE)
]

×
[

1
2
√
sE

H
(1)

−γ− 1
2

(sE) +
√
sEH

(1)′
−γ− 1

2

(sE)
]

−H
(1)

−γ− 1
2

(sE)
[

1
2
√
zE

(
d1H

(1)
3
2

(zE) + d2H
(2)
3
2

(zE)
)

+
√
zE

(
d1H

(1)′
3
2

(zE) + d2H
(2)′
3
2

(zE)
)]}

, (3.53)

∆e =
√
sE

[
H

(1)

−γ− 1
2

(sE)H
(2)′

−γ− 1
2

(sE)−H
(1)′

−γ− 1
2

(sE)H
(2)

−γ− 1
2

(sE)
]
, (3.54)

其中 sE = k(τE − τa)，zE = k(τE − τm)。在高频极限 k → ∞下，βk, αk有如下

渐进展开:

βk =

(
β(β + 1)

4x21
− βs(βs + 1)

4t21

)
ei(x1+t1−ts+ys−y2+z2−zE+sE)−iπβ

+
βs(βs + 1)

4t2s
ei(x1−t1+ts+ys−y2+z2−zE+sE)+iπβ

− 1

2z22
ei(x1−t1+ts−ys+y2+z2−zE+sE)+iπβ

+

(
1

2z2E
− γ(γ + 1)

4s2E

)
ei(x1−t1+ts−ys+y2−z2+zE+sE)+iπβ +O(k−3) (3.55)
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αk = e−i(x1−t1+ts−ys+y2−z2+zE−sE)+iπβ

(
1− i

β(β + 1)

2x1
+ i

βs(βs + 1)

2t1

−iβs(βs + 1)

2ts
+ i

1

z2
− i

1

zE
+ i

γ(γ + 1)

2sE
− β2(β + 1)2

8x21
− β2

s (βs + 1)2

8t21

−β
2
s (βs + 1)2

8t2s
− 1

2z22
− 1

2z2E
− γ2(γ + 1)2

s2E
+
β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1t1

−β(β + 1)βs(βs + 1)

4x1ts
+
β(β + 1)

2x1z2
− β(β + 1)

2x1zE
+
β(β + 1)γ(γ + 1)

4x1sE

+
β2
s (βs + 1)2

4t1ts
− βs(βs + 1)

2t1z2
+
βs(βs + 1)

2t1zE
− βs(βs + 1)γ(γ + 1)

4t1sE

+
βs(βs + 1)

2tsz2
− βs(βs + 1)

2tszE
+
βs(βs + 1)γ(γ + 1)

4tssE
+

1

z2zE
− γ(γ + 1)

2z2sE

+
γ(γ + 1)

2zEsE

)
+O(k−3). (3.56)

由此我们可以用 (3.19)式得到残余引力波今天的谱

∆2
t (k, τH) = 2

k3

2π2a2(τH)

4

M2
Pl

|uk(τH)|2, (3.57)

其中今天加速膨胀阶段的模函数 uk(τH)即上文中所求的 (3.51)式。图3.3中最
下方的曲线展示了今天的谱 ∆t(k, τH)。注意，在低频端 f < 10−18Hz处，今天
的谱 ∆t(k, τH)和原初谱 ∆t(k)是重合在一起的，而且都是标度不变的平谱。这

些引力波的波长比今天宇宙的世界还要大，所以依然没有进视界，谱保持不

变 hk ≃。在高频端 f > 1011Hz处，谱的行为如图3.3所示，∆2
t (f, τH) ∝ f 2。这

些高频模式自暴涨以来从来没有出过视界，所以他们的幅度是在随宇宙膨胀

而下降的 hk ∝ 1/a(τ)。这种谱在高频的增长行为会导致自关联函数 (3.17)发
散 ⟨0|hijhij|0⟩，这就是本文的主要议题，我们将在下面的章节中对其进行详细
讨论。
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10-20 10-15 10-10 10-5 100 105 1010 1015

10-33
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10-23

10-18

10-13

10-8

10-3

t(f
,

)

today

 at z~1100

  at the end of inflation

f (Hz)

图 3.3 三个不同时刻下的残余引力波谱 ∆t(f, τ) : 暴涨结束,复合期 z ∼ 1100,以及今天。
横轴是今天的物理频率 f = k/2πa(τH)。图中，我们取 β = −2.0125，r = 0.12来

进行展示说明。
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第四章 残余引力波的分解：真空与引力子

4.1 宇宙膨胀背景下的引力子产生

类比于暴涨时对残余引力波真空的定义 (3.10)式，我们可以选当前加速膨
胀阶段的真空

vk(τ) =

√
π

2

√
s

2k
eiπγ/2H

(2)

−γ− 1
2

(s), τE < τ ≤ τH , (4.1)

使得在 k → ∞时，vk(τ) → 1√
2k
e−ik(τ−τa)。因此，我们可以用 vk(τ)来表示加速

膨胀阶段的残余引力波解析解 (3.51)

uk(τ) = αkvk(τ) + βkv
∗
k(τ), (4.2)

其中 αk 和 βk 是 Bogolyubov系数。由引力子的产生湮灭算符对易关系 (3.3)，我
们得到它们满足

|αk|2 − |βk|2 = 1. (4.3)

所以，从暴涨时期仅有正频模 (3.10)的真空涨落开始，残余引力波到今天已经
演化为了正频模与负频模的混合态。从残余引力波场算符的傅里叶分解 (3.1)可
以看出，波矢空间中每个波数的算符正比于

akuk + a†ku
∗
k = Akvk + A†

kv
∗
k,

其中

Ak ≡ αkak + β∗
ka

†
k

可看作是对于今天引力子真空态的产生湮灭算符。因此，今天加速膨胀阶段下

引力子的数密度是

Nk =< 0|A†
kAk|0 >= |βk|2. (4.4)

此结果是膨胀宇宙中粒子产生理论的一个应用 [70]。图4.1展示了 |βk|2作为波数
k 的函数，在整个 f ≥ 10−18Hz频段，我们都近似有 |βk|2 ∝ k−4，如 (3.55)式
所示。

而且当 k → ∞时，αk ∼ 1，βk ∝ k−2，所以 (4.2)式的 uk 在高频极限下是

由正频模 vk 主导的。这证实了所谓的绝热定理 [42, 70, 71]，即高频模不被时空
的缓慢变化所影响。我们详细的计算展示，自暴涨开始一直到现在，f > 1011Hz
的扰动模从来没有出过视界。

(3.55)式中的 βk 包含如
β(β+1)

4x2
1

∝ a′′/a一样的项。通过弗里德曼方程我们有

a′′/a = 4πG
3
a2T µ

µ，所以我们可以把上面的项用驱动宇宙膨胀的背景能动张量的
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 1st term contribution
 |

k
|2

图 4.1 膨胀宇宙中产生的引力子数密度 |βk|2。

迹 T µ
µ表达出来

βk =
a(τ1)

2πG

3k2
[
T µ

µ(τ
−
1 )− T µ

µ(τ
+
1 )
]
ei(x1+t1−ts+ys−y2+z2−zE+sE)−iπβ

+
a(τs)

2πG

3k2
[
T µ

µ(τ
−
s )− T µ

µ(τ
+
s )
]
ei(x1−t1+ts+ys−y2+z2−zE+sE)+iπβ

+
a(τ2)

2πG

3k2
[
T µ

µ(τ
−
2 )− T µ

µ(τ
+
2 )
]
ei(x1−t1+ts−ys+y2+z2−zE+sE)+iπβ

+
a(τE)

2πG

3k2
[
T µ

µ(τ
−
E )− T µ

µ(τ
+
E )
]
ei(x1−t1+ts−ys+y2−z2+zE+sE)+iπβ

+O(k−3)

(4.5)

其中 T µ
µ(τ

−
1 )是暴涨结束时的能动张量，T

µ
µ(τ

+
1 )是再加热开始时的能动张量，

以此类推。(4.5)式表明，引力子产生是由于在衔接点处背景能动张量迹的不连
续导致的。在我们的模型中，压强 p在衔接点处并不连续。更进一步，在 (4.5)
式的所有四项中，第一项表示暴涨和再加热阶段之间的衔接 ∝ 1/(kτ1)

2，所以

给出了最大的贡献，其他三项给出相应的一些修正。这在解析上证实了早期宇

宙中粒子产生是最明显的 [72]。

有趣的是，我们将上述结果和众所周知的宇宙学背景下的粒子产生问题做

比较。对于一个无质量的共形耦合标量场，在膨胀宇宙中是没有相应的标量粒

子产生的 [46, 70, 71]。这一结论在规则化之前成立，即经典上来说能动张量的迹
是消失的 T µ

µ = 0，而在规则化之后会出现迹反常 ⟨0|T µ
µ|0⟩phys ̸= 0[46, 47, 73]。

对于非共形耦合的情况，一般来说 T µ
µ ̸= 0而且在膨胀宇宙中有相应的标量粒

子产生。然而，我们的表达式 (4.5)中，T µ
µ 是驱动宇宙膨胀的背景物质组分，

而不是文献 [46, 47, 73]中的标量场。
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第四章 残余引力波的分解：真空与引力子
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图 4.2 今天的残余引力波谱可以分解成引力子和真空两部分的贡献。在 f > 1011Hz处，
真空部分占主导，导致谱的二次发散和对数发散 ∆2

t (k) ∝ k2, k0，而引力子部分仅

给出对数发散∆2
t (k) ∝ k0.

4.2 引力波谱的分解

现在我们利用真空和引力子的分解来分析今天的残余引力波功率谱

∆2
t (k, τH) = A2 k3

π2a2(τH)
|uk(τH)|2. (4.6)

利用 (4.2)式以及 (4.3)式中的关系，我们可以写出如下表达式

|uk(τ)|2 = |vk(τ)|2 + 2Re[αkβ
∗
kvk(τ)

2] + 2|βk|2|vk(τ)|2, (4.7)

其中 |vk|2 是真空项 (4.1)的贡献，而最后含有 βk 的两项是由引力子的存在导致

的。在高频极限下，真空项 |vk|2 ∝ k−1, k−3，交叉项 Re[αkβ
∗
kv

2
k] ∝ k−3，纯引力

子项 |βk|2|vk|2 ∝ k−5，所以谱包含如下来自于真空项和交叉项的的二次发散和

对数发散行为

∆2
t (k, τH) ∝ k2, k0, for f > 1011Hz, (4.8)

我们将在下面的章节中对其进行扣除。在范围 f < 1011Hz处，∆2
t (k, τH)是由引

力子项主导的 Re[αkβ
∗
k(vk)

2] + |βk|2|vk|2，二者具有相同的形状，但 |βk|2|vk|2 是
光滑的，Re[αkβ

∗
k(vk)

2]会导致额外的振荡行为。图4.2中展示了这些项行为。
残余引力波的能动张量也可以被分解场引力子部分和真空部分。只要波长

比宇宙的视界小，即 f ≥ 10−18Hz，残余引力波的（赝）能动张量可以被定义为
[74–76]

tµν =
1

32πG
⟨0|hij, µhij, ν |0⟩, (4.9)

其中我们可以得到能量密度

ρgw = t0 0 =
1

32πGa2
⟨0|h′ijh′ ij|0⟩, (4.10)
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第四章 残余引力波的分解：真空与引力子

压强

pgw = −1

3
ti i. (4.11)

将 (3.1)、(3.2)和 (3.3)代入到 (4.10)中我们有

ρgw =
1

32πGa2

w d3k

(2π)3
2|h′k(τ)|2 =

w ∞

0
ρk(τ)

dk

k
, (4.12)

而谱能量密度

ρk(τ) = 2
k3

2π2a2

∣∣∣(uk
a
)′
∣∣∣2 (4.13)

其中 ∣∣∣(uk
a
)′
∣∣∣2 = |u′k|2

a2
+ (

a′

a2
)2|uk|2 −

a′

a3
(u∗ku

′
k + uku

′∗
k ). (4.14)

(4.13)式对任意时间 τ 适用。注意，在高频 ρk 是由 (4.14)式的第一项主导的，
可以被近似为

ρk(τ) ≃
k3

π2a4
|u′k|

2 ≃ k5

π2a4
|uk|2 =

1

32πGa2
k2∆2

t (k, τ), (4.15)

这个表达式已经在文献中被广为使用 [3, 63, 77]。但是对于后面的规则化，我们
应该使用完整的表达式 (4.14)。类似于 (4.7)式，我们有如下的真空和引力子分
解 ∣∣∣(uk

a
)′
∣∣∣2 = |(vk

a
)′|2 + 2Re[αkβ

∗
k(
vk
a
)′ 2] + 2|βk|2|(

vk
a
)′|2. (4.16)

在 f > 1011Hz的高频段，真空项 |
(
vk
a

)′ |2 ∝ k1, k−1, k−3,交叉项

Re[αkβ
∗
k(
vk
a
)′ 2] ∝ k−1, k−3, (4.17)

纯引力子项

|βk|2|(
vk
a
)′|2 ∝ k−3, (4.18)

所以 ρk 包含了四次、二次和对数发散

ρk ∝ k4, k2, k0. (4.19)

在低频段 f < 1011Hz，引力子的贡献占主导 Re[αkβ
∗
k(

vk
a
)′ 2] +|βk|2|(vka )

′|2，在
(10−18 − 107)Hz给出 ρk ∝ k2β+4，在 (107 − 1011)Hz给出 ρk ∝ k0.5+(β+2)。这些

行为见图4.3所示。
类似地，我们可以讨论压强 [76]

pgw =
1

96a2πG

w d3k

(2π)3
2k2|hk|2 =

w ∞

0
pk(τ)

dk

k
, (4.20)

其中压强谱

pk(τ) =
k5

3π2a4
|uk(τ)|2. (4.21)
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图 4.3 今天的残余引力波能量密度谱 Ωg(f) = ρk(τH)/ρc 由真空和引力子两部分组成，其

中 ρc是临界密度。

利用 (4.7)，我们有分解

pk(τ) =
k5

3π2a4
[
|vk|2 + 2Re(αkβ

∗
kv

2
k) + 2|βk|2|vk|2

]
. (4.22)

在 f > 1011Hz处，真空项 |vk|2 ∝ k−1, k−3, k−5主导，交叉项

Re[αkβ
∗
kv

2
k] ∝ k−3, k−5, (4.23)

纯引力子项

|βk|2|vk|2 ∝ k−5, (4.24)

所以

pk ∝ k4, k2, k0. (4.25)

在 f < 1011Hz处，引力子项占主导，详见图4.4。我们发现，在整个 f > 10−18Hz
频段，我们有

pk(τ) ≃
1

3
ρk(τ), (4.26)

也就是说残余引力波能动张量的迹 tµ µ(τ) = 0。因此，如图4.3和图 4.4所示，ρk
和 pk 有相同的形状。
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图 4.4 今天的残余引力波压强谱 pk(τH)/ρc有真空和引力子两部分贡献。

26



第五章 绝热规则化

第五章 绝热规则化

5.1 弯曲时空量子场论中的真空发散与绝热规则化

在量子场论中，物理量的期望值通常会有发散行为，比如 (3.17)式中的两
点关联函数 ⟨0|hijhij|0⟩已经 (4.9)式中的能动张量 tµν。在闵科夫斯基时空下，

真空导致的紫外发散通常可以为场算符的正规排序所扣除掉。然而，在弯曲时

空下，正规排序并不适用，我们需要引入新的规则化方法来消除紫外发散，比

如绝热规则化 [42–47]。因为如前所述，残余引力波满足最小耦合无质量标量
场的运动方程。所以标量场的规则化 [42, 45, 46]也同样适用于残余引力波。从
(4.8)式我们知道，残余引力波的功率谱有二次发散和对数发散。利用最小减除
原理 [42, 46]，只有这两部分是应该被从谱中扣除的，所以对功率谱而言我们需
要引入二阶绝热规则化。另一方面，从能量密度和压强的表达式 (4.19)和 (4.25)
我们知道，这二者还包含有四次发散，所以依据最小减除原理的要求，对它们

而言，我们应该使用四阶绝热规则化 [42, 46]。
本文强调，原初扰动的紫外发散不应该被简单的丢掉 [59]。对于经典的统

计场，我们通常可以引入窗口函数来消除紫外发散。而因为残余引力波被当作

量子场来处理，我们不能利用这些光滑化的手段来扣除紫外发散。

在弯曲时空量子场论中，模函数的 n阶绝热真空态可以看作方程 (3.7)的
WKB近似解 [42, 45, 46]

u
(n)
k (τ) =

1√
2W (n)(τ)

exp
[
−i

w τ

τ0
W (n)(τ ′)dτ ′

]
, (5.1)

其中W (n)(τ)依赖于绝热近似的阶数，由运动方程决定。对于无质量最小耦合

标量场而言 [45]，0阶绝热真空态有W
(0)
k = k，而 2阶绝热真空态有

W
(2)
k =

√
k2 − a′′

a
, (5.2)

一般的，对于 n阶绝热真空态，我们有 [78]

W
(n)
k =

√√√√k2 − a′′

a
− 1

2

[
W

(n−2)′′
k

W
(n−2)
k

− 3

2

(
W

(n−2)′
k

W
(n−2)
k

)2]
. (5.3)

这些公式对于残余引力波也适用。而规则化后的谱就是原来的谱减去二阶绝热

真空态所定义的绝热抵销项 [48]

∆2
t (k, τ)re = A2 k3

π2a2
(|uk(τ)|2 − |u(2)k (τ)|2), (5.4)

其中二阶绝热抵消项为

|u(2)k |2 = 1

2W
(2)
k

=
1

2k

(
1− a′′

ak2

)− 1
2

≃ 1

2k
+
a′′/a

4k3
. (5.5)
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第五章 绝热规则化

原则上，规则化的公式 (5.4) 可以在任意时间适用。当我们选择了不同的 τ，

(5.4)式会给出不同的规则化方案。在下一章中我们将对几种方案进行详细讨论。

5.2 功率谱的绝热规则化

这里我们首先把暴涨时期作为规则化的第一个例子。在高频极限 k → ∞
下，(3.10)式中的模函数 uk(τ)可以被展开为

uk(τ) =
e−ikτ

√
2k

(1− i
β(β + 1)

2kτ
− (β + 2)(β + 1)β(β − 1)

8k2τ 2

+i
(β + 3)(β + 2)(β + 1)β(β − 1)(β − 2)

48k3τ 3

+
(β + 4)(β + 3)(β + 2)(β + 1)β(β − 1)(β − 2)(β − 3)

384k4τ 4
)

+O(k−
11
2 ),

(5.6)

所以

|uk(τ)|2 =
1

2k

(
1 +

β(β + 1)

2k2τ 2
+

3(β + 2)(β + 1)β(β − 1)

8k4τ 4

)
+O(k−7). (5.7)

其中第一项 1/2k会导致二次发散，对应闵科夫斯基时空中通常的真空涨落。第

二项是对数发散，是由膨胀背景下额外的真空涨落导致的，我们可以将其写成

β(β + 1)

4k2τ 2
=

R

24(k/a)2
, (5.8)

其中 R = 6a′′/a3是标量里奇曲率。这个形式与 R求和规则化与正规坐标动量空

间规则化的已知结果相一致 [46, 79–81]。这两个发散项可以为二阶绝热抵销项
(5.5)完全扣除掉 |u(2)k |2 = 1

2k
+ (β+1)β

4k3τ2
，给出

|uk|2 − |u(2)k |2 = 3(β − 1)β(β + 1)(β + 2)

16k5τ 4
+O(k−7), (5.9)

仅留下了 (5.7)式中的第三项。因此，在高频 f > 1011Hz段绝热规则化后的谱就
变成了

∆2
t (k, τ)re = A23(β − 1)β(β + 1)(β + 2)

16π2a2k2τ 4
∝ k−2. (5.10)

其结果如图6.5的顶部所示。对于低频 f < 1011Hz，谱几乎没有收到规则化的影
响。当 (5.10)式代入到两点关联函数 (3.17)中去时，我们得到一个有限的贡献，
即紫外发散不复存在了。

在特殊的严格德西特暴涨的情况下 β = −2，模函数的解析表达式 (3.10)变
为

uk(τ) =
e−ikτ

√
2k

(1− i

kτ
), (5.11)

28



第五章 绝热规则化

而且有 |uk(τ)|2 = 1/2k + 1/2k3τ 2，正等于此时的绝热抵销项 |u(2)k (τ)|2，所以规
则化后的谱为 0，∆2

T (k)re = 0。德西特时空下无质量标量场规则化的这一特征

已经被 Parker注意到 [48]。
接下来的一个例子是针对今天的加速膨胀阶段。在这个阶段，残余引力波

既有真空的贡献也有引力子的贡献。这里我们先仅对加速阶段的引力子部分

进行讨论，其模函数由 (4.1)式给出。这个计算类似于暴涨阶段，我们仅需要
把 (5.10)式中 (1 + β)替换成 −γ，τ 替换成 (τ − τa)即可，最后得到在高频端

k → ∞时规则化后的真空谱

∆2
vac(k, τ)re = A23(γ + 1)γ(γ − 1)(γ − 2)

16π2a2k2(τ − τa)4
∝ k−2. (5.12)

下一章中我们将讨论处理此阶段由引力子导致的发散。

5.3 能动张量的绝热规则化

如 (4.19) (4.25)式中所示，残余引力波的真空能量密度和压强中含有四次发
散、二次发散和对数发散 [42]。对于谱能量密度而言，我们通常取

ρk(τ)re = 2
k3

2π2a2

(
|(uk(τ)

a
)′|2 − |(u

(4)
k (τ)

a
)′|2
)
, (5.13)

其中四阶绝热抵消项是

|(u
(4)
k (τ)

a
)′|2 = |u(4)′k |2

a2
+ (

a′

a2
)2|u(4)k |2 − a′

a3
(u

(4)∗
k u

(4)′
k + u

(4)
k u

(4)∗′
k ), (5.14)

四阶绝热真空态为

u
(4)
k (τ) =

1√
2W

(4)
k (τ)

exp
[
−i

w τ

τ0
W

(4)
k (τ ′)dτ ′

]
. (5.15)

利用公式 (5.3)，我们可以算得 [42, 44, 85]

(W
(4)
k )2 = k2 − a′′

a
− 1

4k2a2
(a′′2 − aa′′′′ + 2a′a′′′ − 2

a′2a′′

a
), (5.16)

如此一来，我们可以求得 (5.14)式中的各项

1

a2
|u(4)′k |2 =

W
(4)
k

2a2
+

(W
(4)′
k )2

8(W
(4)
k )3a2

≃ k

2a2
− a′′/a

4a2k
− 1

16k3a4
(2a′′2 − aa′′′′ + 2a′a′′′ − 2

a′2a′′

a
)

(5.17)

(
a′

a2
)2|u(4)k |2 = (

a′

a2
)2

1

2W
(4)
k

≃ (
a′

a2
)2
(

1

2k
+
a′′/a

4k3

)
, (5.18)
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− a′

a3
(u

(4)∗
k u

(4)′
k + u

(4)
k u

(4)∗′
k ) ≃ 1

4k3

(
a′2a′′

a5
− a′′′a′

a4

)
, (5.19)

所以最终的抵消项为

|(u
(4)
k (τ)

a
)′|2 = k

2a2
+

1

4a2k

(
2a′2

a2
− a′′

a

)
+

1

8a2k3

(
5a′2a′′

a3
− a′′2

a2
+
a′′′′

2a
− 3a′a′′′

a2

)
.

(5.20)
将这些代入到 (5.13)式中，我们会得到规则化后的能量密度谱。
压强谱的处理也是类似

pk(τ)re =
k5

3π2a4

(
|uk(τ)|2 − |u(4)k |2

)
, (5.21)

其中四阶绝热抵消项为

|u(4)k |2 = 1

2W
(4)
k

≃ 1

2k
+
a′′/a

4k3
+

1

16k5a2
(4a′′2 − aa′′′′ + 2a′a′′′ − 2a′2a′′

a
). (5.22)

上面的规则化公式也对任意时间 τ 适用。首先，我们来考虑暴涨阶段，在

这个阶段下，残余引力波的能量密度和压强仅有真空部分的贡献。利用 (3.10)
式中的模函数 uk 表达式，我们有

|(uk(τ)
a

)′|2 =
1

a2

[
k

2
+

(β + 1)(β + 2)

4kτ 2
+

3β(β + 1)(β + 2)(β + 3)

16k3τ 4

+
5(β − 1)β(β + 1)(β + 2)(β + 3)(β + 4)

32k5τ 6

]
+O(k−7),

而抵消项由 (5.20)式给出

|(u
(4)
k (τ)

a
)′|2 = 1

a2

[
k

2
+

(β + 1)(β + 2)

4kτ 2
+

3β(β + 1)(β + 2)(β + 3)

16k3τ 4

]
,

这一项恰好减除掉了
∣∣(uk(τ)/a)′∣∣2 中的四阶、二阶以及对数发散，给出了在高

频极限下的规则化后谱能量密度

ρk(τ)re =
5(β − 1)β(β + 1)(β + 2)(β + 3)(β + 4)

32π2a4k2τ 6
+O(k−4). (5.23)

对于压强而言，相似的计算给出

|uk(τ)|2 =
1

2k
+
β(β + 1)

4k3τ 2
+

3(β − 1)β(β + 1)(β + 2)

16k5τ 4

+
5(β − 2)(β − 1)β(β + 1)(β + 2)(β + 3)

32k7τ 6
+O(k−8),

以及抵消项 ∣∣∣u(4)k (τ)
∣∣∣2 = 1

2k
+
β(β + 1)

4k3τ 2
+

3(β − 1)β(β + 1)(β + 2)

16k5τ 4
, (5.24)
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那么在高频极限下规则化后的压强谱就是

pk(τ)re =
5(β − 2)(β − 1)β(β + 1)(β + 2)(β + 3)

3× 32π2a4k2τ 6
+O(k−4). (5.25)

表达式 (5.23) (5.25)仅在高频展开时使用，即对应频率 f > 1011Hz。而在低频波
段 f < 1011Hz处，ρk(τ)re和 pk(τ)re几乎不受规则化的影响。

从规则化后的 (5.23) (5.25)两式可以看出，在高频段 ρk re，pk re ∝ k−2 ，而

之前的关系式 (4.26)被修改为

pk(τ)re =
1

3

β − 2

β + 4
ρk(τ)re, (5.26)

也就是说，规则化后的残余引力波在高频段存在迹反常，

tµ µ(τ)re =
6

(β + 4)
ρk(τ)re ̸= 0. (5.27)

这一反常的存在类似于规则化后共形耦合无质量标量场的情况 [46, 47, 73, 86]。
注意对于 β < −2，(5.23) (5.25)两式给出 ρk re > 0且 pk re < 0。然而，相比于背

景能标，真空涨落的幅度是很小的，ρk re/ρ ∼ (H/MPl)
2 ∼ 10−16，其中暴涨的

能标 ρ1/4 ∼ 1015Gev.
接下来，我们将能量密度和压强的规则化应用到加速膨胀阶段。这里我们

也先只考虑真空部分的贡献，即 (4.16)和 (4.22)式中由 vk(τ)给出的部分。在

(5.23)和 (5.25)式中做如下代换 (β + 1) → −γ ，我们得到规则化后的能量密度
和压强谱在高频端 f > 1011Hz的表达式

ρk(τ)vre =
5(γ − 3)(γ − 2)(γ − 1)γ(γ + 1)(γ + 2)

32π2a4k2(τ − τa)6
+O(k−4), (5.28)

pk(τ)vre =
5(γ − 2)(γ − 1)γ(γ + 1)(γ + 2)(γ + 3)

3× 32π2a4k2(τ − τa)6
.+O(k−4), (5.29)

上文中我们已经给出对于 ΛCDM 宇宙学，最佳拟合的参数 γ ≃ 2.1，(5.28)和
(5.29)式表明 ρk re < 0以及 pk re > 0。然而，我们将在下一章中证明，此处来自

规则化后真空的贡献 (5.28)和 (5.29)两式其实是远远小于取截断的引力子的贡
献，所以总的谱能量密度和压强在高频端还是正的。
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如上文中的定义式 (3.18)所示，功率谱 ∆t(k, τ)是依赖于时间的。那么我

们应该在何时 τ 对谱做规则化呢？在前人的文献中，关于这部分内容一致存有

争议 [50, 51, 54]。接下来，我们将分别采用三种方案，对谱进行规则化：在观
测时规则化，在暴涨结束时规则化 [54]，以及每个模式出视界时规则化 [50, 51].
最终结果显示，三种规则化方案给出的谱对于观测来说是相似的。

6.1 观测时规则化

这是本文考虑的第一种规则化方案。假设有一个观测者现在要去探测残余

引力波，那么很自然的想法就是在今天观测的时间 τH 去对谱进行规则化。这么

做，我们只需要把规则化谱的表达式 (5.4)中的时间设定在 τ = τH 处

∆2
t (k, τH)re = A2 k3

π2a(τH)2
(|uk(τH)|2 − |u(2)k (τH)|2), (6.1)

其中模函数 uk(τH) 就是 (3.51) 式给出的加速膨胀阶段的表达式，而抵消项
|u(2)k (τH)|2由 (5.5)式给出。在今天时刻 τH 利用 (4.7)式，我们有

|uk|2 − |u(2)k |2 = (|vk|2 − |u(2)k |2) + 2Re[αkβ
∗
kv

2
k] + 2|βk|2|vk|2, (6.2)

其中 (|vk|2 − |u(2)k |2) ∝ k−5 是规则化后的真空部分，我们已经在上一章中求得

(5.9)，而引力子部分并未受到规则化的影响。图6.1给出了 β = −2.0125时规则

化后的谱 ∆t(k, τH)re。图6.2则给出了 β = −2时规则化后的谱，可见其并没有

像暴涨时做规则化一样消失 [48]。
在规则化之后，由于 (6.2)式中引力子和真空交叉项 2Re[αkβ

∗
kv

2
k]导致的对

数发散依然没有消除掉，如图6.1和图6.2中所示的在 f > 1011Hz 频段的平线。
这一行为是由于宇宙膨胀过程中相邻两个阶段的 a′′(τ)不连续导致的，可以为

一个更加光滑的连接解决掉 [9]。文献 [10]指出，产生的引力子是不能携带比暴
涨能标更高的能量的，也就是说其能量上限为 ∼ 1016GeV。这就给了我们一个
引力子在 f > 1011Hz频段对数发散的上限。因此，在绝热规则化和阶段之后，
谱变得收敛了，在高频端 f > 1011Hz时 ∆2

t (k, τH)re ∝ k−2 ，如图6.1和图6.2中
的点线所示。

对于低频 f < 1011Hz的部分，谱主要是由引力子贡献的，并没有受到规则
化和截断的影响。尤其是，定义在低频端 f < 10−18Hz处的原初谱依然和 (3.25)
式的结果保持一致。相似于 (3.27)式 (3.28)式的结果，我们可以定义规则化后
的谱指数

nt re ≡
d ln∆2

t (k)re
d ln k

|k→0 = 2β + 4 (6.3)
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图 6.1 在今天观测的时刻 τH 做规则化。图的顶部是暴涨结束时未规则化的谱，而今天的

谱是下方的曲线。
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图 6.2 今天规则化的谱对于 β = −2的情况来说并没有消失。
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αt re ≡
d2 ln∆2

t (k)re
d(ln k)2

|k→0 = 0, (6.4)

它们分别具有和 (3.27) (3.28)两式相同的值。
接下来我们来处理残余引力波今天的能量密度和压强。能量密度谱应该被

绝热规则化到第四阶

ρk(τH)re =
k3

π2a2

(
|(vk
a
)′|2 − |(u

(4)
k

a
)′|2 + 2Re[αkβ

∗
k(
vk
a
)′ 2] + 2|βk|2|(

vk
a
)′|2
)
,

(6.5)

其中 |
(
vk
a

)′ |2 − |(u
(4)
k

a
)′|2是规则化后的真空部分，对于高频极限下我们已经得到

(5.28)式的结果，而规则化后的压强谱就是

pk(τH)re =
k5

3π2a4

(
(|vk|2 − |u(4)k |2) + 2Re(αkβ

∗
kv

2
k) + 2|βk|2|vk|2

)
, (6.6)

其中 (|vk|2 − |u(4)k |2)的高频极限已由 (5.29)式给出。由引力子导致的 ρk 和 pk 发

散已在 (4.17)、(4.18)、(4.23)和 (4.24)式中展示，它们不受规则化的影响，但类
似于功率谱的处理，应该在 f > 1011Hz处取截断。截断后，f > 1011Hz引力子
部分的领头阶应该满足如下关系

ρk gr = 3pk gr ≃ k4

π2a4

[
β(β + 1)

4x21

(
(β − 1)(β + 2)

4x1
+
βs(βs + 1)

4t1

)
− βs(βs + 1)

4t21

(
β(β + 1)

4x1
+

(βs − 1)(βs + 2)

4t1

)]2
∝ k−2,

(6.7)

其中 x1 ≡ k|τ1|且 t1 ≡ k|τ1 − τp|。通过比较，上式比今天的真空能量密度 (5.28)
要高好几个数量级因此，规则化和截断之后的总能量密度谱在 f > 1011Hz处是
正的。在整个 (10−18 − 1011)Hz频段，ρk re, pk re是由引力子主导的，在规则化后

几乎没有发生变换。规则化后的能量密度和压强谱如图6.3和图 6.4所示。

6.2 暴涨结束时规则化

接下来，我们来研究规则化的第二种方案，也就是残余引力波的谱在暴

涨结束的时刻 τ1 做规则化 [54]。而且，我们将考虑使 τ1 时刻规则化的模函数

urek (τ)依据运动方程演化至后续的宇宙膨胀阶段，直至达到今天的时刻 τH。因

为规则化后的谱对于严格的德西特暴涨来说消失了，我们考虑更一般的情况

β ̸= −2。对于暴涨结束时规则化的谱，我们只需要在 (5.10)式中取 τ = τ1

|urek (τ1)|2 = |uk(τ1)|2 − |u(2)k (τ1)|2. (6.8)

这在 τ = τ1时刻固定了规则化后的模函数 urek (τ1)的幅度，可以作为后续演化的

初条件。但我们还需要确定模函数的相位，此处我们假设 urek (τ1)的相位和没有
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图 6.3 规则化后今天的能量密度谱 Ωg(k)re = ρk(τH)re/ρc。
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图 6.4 规则化后今天的压强谱 pk(τH)re/ρc。
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规则化的模函数 uk(τ1)是一致的。对于后者我们有如下渐进行为

uk(τ1) ≃
e−ikτ1

√
2k

, for k → ∞,

uk(τ1) ≃
√
−πτ1ei(β−1)π/2

2Γ(β + 3
2
) cos βπ

(
kτ1
2

)β+ 1
2

+O(kβ+
3
2 ) for k → 0.

(6.9)

所以我们选取 τ1规则化后的模函数

urek (τ) = eiθ

√
|uk(τ)|2 −

1

2k

(
1 +

β(β + 1)

2k2τ 2

)
, τ = τ1 (6.10)

作为初条件，其中相位 θ近似取为

θ =

−kτ for k > −τ−1
1

(β − 1)π/2 for k < −τ−1
1 ,

(6.11)

那么时间导就由 τ = τ1时刻的 ure
′

k (τ) = d
dτ
urek (τ)给出。暴涨期间，τ1时刻之前

的模函数 uk(τ)还是跟 (3.10)式一样的。那么接下来 uk(τ)的演化如前所示，经

历过再加热、辐射为主、物质为主以及加速膨胀四个阶段。尽管不同于谱，模

函数的相位包含了量子态的信息 [2]，当前的探测器，比如 LIGO，是无法探测
此相位信息的 [87]。因为本文主要还是关系谱的行为，上面的相位处理足以达
到我们的目的。

图6.5中展示了暴涨结束后未规则化的谱、规则化的谱以及演化后今天的
谱。注意今天规则化的谱在高频段 f > 1011Hz处有如下行为 ∆2

t (k)re ∝ f−2。因

此，谱的所有紫外发散，即真空和引力子导致的二次发散和对数发散，在这种

方案下均被绝热规则化扣除了，所以我们不需要像上一节中一样引入额外的截

断来处理。对比第一种方案，谱的幅度在 f ∼ 1011Hz左右大概相差 20倍左右，

而在 f ∼ 100Hz处大概相差 1.2倍，而在最低频端，f ∼ 10−18Hz处，原初谱以
及谱指数 nt 和 αt 是几乎没有变化的，结果如 (3.25)、(3.27)和 (3.28)中一样。
所以上述两种方案规则化后的谱区别不大。

6.3 原初扰动出视界时规则化

最后，我们来讨论文献 [50, 51]提出的出视界时规则化的方案。这次我们同
样考虑 β ̸= −2的情况。低频的引力波在暴涨期间出视界，不同的模式 k 出视

界的时间为 |τk| = 1/k，那么对于每一个 k模而言，规则化则是在 τk 时刻进行。

所以在此方案中，规则化并不是瞬时的，而是在不同的时间 τk。由暴涨期间的

(5.4)式，我们直接得到

∆2
t (k)re = C(β)

k2β+4

π2M2
Pll

2
0

for k <
1

|τ1|
, (6.12)
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图 6.5 暴涨结束时规则化的谱，然后演化到今天。

其中 C(β) ≡ π
∣∣∣H(2)

1
2
+β

(1)
∣∣∣2 − (2 + β(β + 1))。上式可以进一步写成

∆2
t (k)re = C2∆2

t (k) for k <
1

|τ1|
, (6.13)

其中 ∆2
t (k)是由 (3.25)式定义的原初谱，而且系数

C2 ≡ 22β+1π−1Γ(β +
3

2
)2 cos2(βπ)C(β) ≃ 0.904 · |2 + β|. (6.14)

是 β的函数，对于 β = −2.0125我们有 C2 ≃ 0.01。对于已经出视界模式，规则

化后模函数的后续演化由下式给出

urek (τ) = Cuk(τ) for k <
1

|τ1|
. (6.15)

另一方面，高频段的模式（k > 1/|τ1|）暴涨期间从来没有出过视界。而这
些模式会导致谱的紫外发散。文献 [50, 51]中没有讨论对这些扰动的处理。我们
在暴涨结束的时刻 τ = τ1时对这些模式进行规则化，

urek (τ) = e−ikτ

√
|uk(τ)|2 −

1

2k

(
1 +

β(β + 1)

2k2τ 2

)
for k > 1/|τ1|, (6.16)

而在 τ = τ1时刻模函数对时间的偏导为 ure
′

k (τ) = d
dτ
urek (τ)。因此，第三种方案

下规则化后的原初谱为

∆2
t (τ1, k)re =

2A2 k3

2π2a2
|Cuk(τ1)|2 for k < 1/|τ1|

2A2 k3

2π2a2

[
|uk(τ1)|2 − |u(2)k (τ1)|2

]
for k > 1/|τ1|

, (6.17)

如图6.6中的上方曲线所示。给定了 (6.16)式，高频模函数 uk(τ)接下来的演化

也确定了。规则化后的今天的谱 ∆2
t (k, τH)re如图6.6的下方曲线所示。谱的形状
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图 6.6 出视界时规则化的谱，以及演化到今天的谱。

和前两种规则化方案给出的结果基本一致，但是，谱的幅度由系数 C2 压低了。

在低频段，

∆2
t (k, τH)re = C2∆2

t (k) for k < 1/|τ1| (6.18)

其中 ∆2
t (k)是 (3.25)式中定义的原初谱，而 ∆2

t (k) ∝ H2 ∝ ρ，其中 ρ是暴涨的

能量密度。因为如 (3.34)式所示，谱的幅度最后会被 CMB观测所确定，我们可
以通过将暴涨的能标提升 1/C2 倍来实现一个与前两种规则化方案结果一致的

结果。

尽管本文给出的结果 (6.18) 式与慢滚近似的处理 [50] 相一致，但是此处
C2 是独立于 k的。因此，谱指数 nt 和 αt 并没有受到规则化的影响，依然保持

(3.27)(3.28)两式中的结果。最后我们强调，在我们的处理中并未采用任何慢滚
近似。
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不同于前文所述的残余引力波，即原初张量扰动，标量扰动是有源的，一

般认为是来自于暴涨子的扰动，所以其产生依赖于具体的暴涨模型。所以在本

章中我们首先介绍了一个具体的暴涨模型——幂律暴涨，这一类模型可以在暴

涨期间给出标度因子的幂律演化行为。然后我们去考虑了原初曲率扰动的产生

和规则化，并研究了规则化对可观测量的影响。

7.1 一个具体的模型：幂律暴涨

在单场暴涨图像中，标度因子的幂律演化行为 a(τ) = l0| − τ |1+β 对应了一

个具体的模型，即幂律暴涨 [8, 88]。这一模型拥有严格精确可解的动力学演化
行为，而且我们也可以不做任何近似来解析求解其下的原初扰动功率谱 [8, 88]。
对于由单标量场驱动的暴涨阶段，弗里德曼方程有如下形式

ϕ′′ + 2Hϕ′ + a2
∂V

∂ϕ
= 0, (7.1)

H2 =
8πG

3

(
1

2
ϕ′2 + a2V

)
, (7.2)

为了与前文表述一致，这里我们依然采用共形时。将 (7.2)式对共形时求偏导，
我们得到

2HH′ =
8πG

3

(
ϕ′ϕ′′ + 2aa′V + a2

∂V

∂ϕ
ϕ′
)

然后将两个弗里德曼方程 (7.1)和 (7.2)式代入到上述方程中，我们有

H2 −H′ = 4πGϕ′2

这里我们引入标度因子的幂律演化关系式 a(τ) = l0| − τ |1+β，那么

4πGϕ′2 =
(1 + β)(2 + β)

τ 2

因此我们可以求解暴涨子 ϕ随共形时的演化关系

ϕ

MPl

=
√

2(1 + β)(2 + β) ln(−τ) + C

以及

V = 3M2
Pl

H′

a2
+
ϕ′2

a2
=
M2

Pl(2β + 1)(β + 1)

a2τ 2

最后确定初条件，我们得到了幂律暴涨下标量场势的形状以及暴涨子的演化行

为

V (ϕ) = V0 exp

(
−

√
2β + 4

β + 1

ϕ

MPl

)
(7.3)
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ϕ(τ)

MPl

=

√
2β + 2

β + 2
ln

[√
V0

(β + 1)(2β + 1)

l0(−τ)2+β

MPl

]
(7.4)

在此模型下，慢滚参数定义为

ϵ ≡ M2
Pl

2

(
V ′(ϕ)

V

)2

=
β + 2

β + 1
(7.5)

η ≡M2
Pl

V ′′(ϕ)

V
=

2β + 4

β + 1
. (7.6)

显然此处 η = 2ϵ。

7.2 原初曲率扰动及其规则化

现在我们考虑暴涨时期的原初标量扰动。与残余引力波不同的是，标量扰

动是有源的，通常情况下是由暴涨子场的扰动 δϕ产生。如第二章中所示，度规

扰动的标量部分依赖坐标系选取，即在不同的规范下是不同的，而此处暴涨子

场扰动 δϕ定义也依赖于坐标系的选取。实际上，我们可以对 δϕ和度规标量扰

动进行组合，然后得到一个规范不变的标量场扰动 δ̄ϕ，该扰动满足如下场方程

[91–93]

δ̄ϕ
′′
+ 2Hδ̄ϕ′ −∇2δ̄ϕ+

[
a2
∂2V

∂ϕ2
− 8πG

a2
d

dτ

(
a2ϕ′ 2

H

)]
δ̄ϕ = 0, (7.7)

上式与规范选取无关，在任何坐标系下成立。对于 a(τ) ∝ |τ |1+β，(7.7)式中括
号内的项消失了，所以方程简化为

w′′
k + (k2 − a′′

a
)wk = 0, (7.8)

其中我们定义模函数为 δ̄ϕk ≡ wk/a。显而易见，方程 (7.8)与残余引力波模函
数满足的运动方程 (3.7)是完全一样的，而且如果我们进一步为模函数选取相同
的初始条件（即 Bunch-Davies真空），那么标量场扰动模函数 wk 的解与残余引

力波模函数 uk 的解一样，已由 (3.10)式给出。因此，我们可以得到标量场扰动
δ̄ϕ的功率谱

∆2
δ̄ϕ(k, τ) =

k3

2π2
|δ̄ϕk|2 =

k3

2π2a2
|wk|2 =

M2
Pl

8
∆2

t (k, τ), (7.9)

其中 ∆2
t (k, τ)是 (3.19)式中给出的残余引力波功率谱。我们同样可以去求解谱

指数和跑动谱指数

nδ̄ϕ − 1 ≡
d ln∆2

δ̄ϕ
(k)

d ln k
|k→0 = 2β + 4,

αδ̄ϕ ≡
d2 ln∆2

δ̄ϕ
(k)

d(ln k)2
|k→0 = 0.
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通常我们更关心的是标量度规扰动，因为它直接跟观测相联系。这里我们引入

规范不变的标量曲率扰动定义 [94–97]

R ≡ H
ϕ ′ δ̄ϕ.

那么标量曲率扰动的功率谱由下式给出

∆2
R(k, τ) =

k3

2π2
|Rk|2 =

k3

2π2a2
H2

ϕ′2
|wk|2 =

1 + β

8(2β + 4)
∆2

t (k, τ), (7.10)

其中 H
ϕ ′ =

1
MPl

√
1+β
2β+4

在我们的模型中是常数。曲率扰动 R的原初扰动功率谱是

产生 CMB观测中温度各向异性的主要贡献，它也是定义与远在视界外

∆2
R(k) ≡ ∆2

R(k, τ)|k≪1/|τ | =
1

2ϵM2
Pl

a2t

(
H

2π

)2

k2β+4. (7.11)

那么我们可以得到原初曲率扰动的谱指数

ns − 1 ≡ d ln∆2
R(k)

d ln k
|k→0 = 2β + 4 =

−6ϵ

1− ϵ
+

2η

1− η/2
(7.12)

可见它不同于慢滚近似的结果 ns = 1− 6ϵ+ 2η [58]，而此处的跑动谱指数

αs ≡
d2 ln∆2

R(k)

d(ln k)2
|k→0 = 0, (7.13)

也不同于单场慢滚暴涨的结果 αs = −16ϵη + 24ϵ2 + 2ξ2，其中 ξ2 ≡ M4
pl

V ′V ′′′

V 2 是

由慢滚近似定义的另一个小参量 [60]。
联合上述原初标量曲率扰动和张量扰动功率谱的计算结果，我们可以定义

张标比比二者幅度的比值

r ≡ ∆2
t (k)

∆2
R(k)

= 16
β + 2

β + 1
= 16ϵ, (7.14)

由此我们有张标比与张量扰动谱指数之间满足的一致性关系

r =
−8nt

1− nt/2
, (7.15)

在慢滚参数远远小于 1的情况下上式回到单场慢滚的标准结果 r = −8nt。上面

两式 (7.14)和 (7.15)都是对整个相关的 k频段适用的。

下面我们来考虑标量扰动的绝热规则化问题，类似于残余引力波的情况

(5.4)，我们可以直接写下规则化后的标量曲率扰动谱

∆2
R(k, τ)re =

1 + β

2β + 4

k3

2π2a2M2
Pl

(
|wk|2 −

1

2k
− a′′/a

4k3

)
. (7.16)

对于暴涨结束时做规则化的方案，这里的形况与上一章中对残余引力波的处理

类似，原初标量谱、谱指数 ns、跑动谱指数 αs以及张标比 r都没有受到绝热规
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则化的影响。对于在出视界时做规则化的方案，我们同样可以类比残余引力波

的处理，曲率扰动谱变为

∆2
R(k)re = C2∆2

R(k) for k ≪ 1/|τ1|, (7.17)

其中 C2是由 (6.14)式给出的，因此规则化后的 ns、αs、和 r也没有变化。这些

结果与文献 [50, 51]中采用慢滚近似时的结果不同。

7.3 规则化对可观测量的影响

综上所述，后两种绝热规则化方案，暴涨结束时规则化以及出视界时规则

化均没有对残余引力波和原初标量扰动产生课探测的影响。特别是出视界时规

则化，规则化后的标量谱和张量谱同时获得了一个常系数因子 C2，因此张标比

也跟之前没有规则化的结果完全一致。

r ≡ ∆2
t (k)re

∆2
R(k)re

=
∆2

t (k)

∆2
R(k)

= 16
β + 2

β + 1
. (7.18)

所以在规则化后，我们依然还有之前的一致性关系

r =
−8nt

1− nt/2
≃ −8nt. (7.19)

然而，接下来我们将展示，虽然上述可观测量均没有收到影响，但对于相同的

张标比，在出视界时做规则化会导致一个更大的暴涨能标。

在没有涉及绝热规则化的标准处理中，暴涨的能标可以由弗里德曼方程

(7.2)来确定。对于一个近德西特暴涨来说，我们有

H2 ≃ V

3M2
Pl

. (7.20)

而且由 (3.26)式可知，哈勃参数H2可以通过对残余引力波谱幅度的探测所确定

∆2
t =

8

M2
Pl

(
H

2π

)2

, (7.21)

其中残余引力波谱的幅度通常是有张标比来表征的。因此，最终暴涨的能标可

以表达为下面的关系式

V =
3π2M4

Pl

2
r∆2

R. (7.22)

根据普朗克卫星的观测结果，我们有曲率扰动的幅度大概为 ∆2
R = 2.2× 10−9且

张标比 r < 0.12。由此我们可以得到暴涨能标的上届 V 1/4 = 1.93× 1016GeV。
虽然对于出视界时规则化的谱，张标比并没有受到影响，但残余引力波谱

与暴涨能标的关系却因为系数 C2的出现而变成了

∆2
t (k)re = C2 8

M2
Pl

(
H

2π

)2

, (7.23)
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因此暴涨能标的表达式变为

V =
3π2M4

Pl

2C2
r∆2

R. (7.24)

对于 β = −2.0125，C2 ≃ 0.01，因此同样使用普朗克卫星的数据，在出视界处

规则化方案下我们可以得到一个更高的暴涨能标 V 1/4 = 1.69× 1018GeV。
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第八章 总结与讨论

本文中我们对残余引力波三个方面的内容进行了研究：1、膨胀宇宙中的解
析谱和谱指数；2、对今天残余引力波谱的分解（引力子和真空部分）；3、消除
来自于真空和引力子的功率谱、能量密度和压强谱中的紫外发散。同时，我们

在暴涨时期对规范不变的曲率扰动和暴涨子场扰动做了规则化。

对于解析的功率谱 ∆2
t (k, τ)，谱指数 nt，跑动谱指数 αt 和张标比 r，我们

得到了在任何时间和频段都适用的表达式。他们之间严格的表达式关系 (3.31)
(7.12) (7.15)与慢滚近似的结果不同，而且可以被未来的 CMB观测所检验。尤
其是，利用 CMB观测在 l ≃ (10− 3000)范围内得到的 CXX

l 谱，我们实际上是

可以限制在 k|τ1| ∼ (10−28 − 10−26)范围内的原初谱 ∆2
t (k, τ)，而这部分谱在暴

涨时是远在视界之外的。所以原初谱 (3.25)应该在视界外定义，而在出视界处
定义的结果会出现非常大的偏差。

作为弯曲时空中的量子场，今天的残余引力波其实由真空和引力子两部分

组成。这一分解理清了在相应频段上谱的组成。其中，今天的真空部分贡献会

在功率谱 ∆2
t (k, τH)的高频端 f > 1011Hz给出二次发散和对数发散；而在低频

端 f < 1011Hz是引力子主导的，今天的引力波探测器均在此频段工作。从这个
层面上来说，今天的探测器要探测的是引力子，而不是残余引力波的真空部分。

而引力子的数密度 |βk|2 由宇宙演化历史中相邻阶段过渡点处的 a′′(τ)不连续所

贡献，其中暴涨到重加热的相变贡献最大。

在消除紫外发散时，我们利用三种方案进行了规则化：分别是在今天规则

化，在暴涨结束时规则化以及在出视界时规则化。第一种方案实际上包含了

两部分处理。绝热规则化仅仅消除掉了今天真空导致的发散，而引力子的发

散是通过引入截断来扣除掉的。最后两种方案则是在暴涨时期就消除掉真空

导致的发散，然后规则化后的谱被当作初条件演化成为今天收敛的谱。除此

之外，对于谱来说，二阶绝热规则化足以消除掉紫外发散，因此依据最小减

除原理，我们不必引入四阶绝热抵销项。在以上三种方案中，规则化后谱在

今天是相似的，只有第三种方案会导致一个更低的幅度，而这一问题又可以

通过增加暴涨的能标来解决。在高频端 f > 1011Hz，三种规则化后的谱均有
如下行为 ∆2

t (k, τH)re ∝ k−2，可以作为高频引力波探测器的目标。而在低频端

f < 1011Hz，规则化后的谱基本保持不变。

我们也计算了残余引力波的能量密度谱和压强谱。它们的真空 ρk and pk 包
含四次、二次以及对数发散，所以四阶绝热规则化是有必要的，而且足以抵消

掉所有的发散。对于 β < −2的暴涨阶段，规则化后的真空在高频端 ρk, re > 0

而 pk re < 0，与暴涨背景相一致。对于今天的加速膨胀阶段 γ ≃ 2.1，规则

化后的真空 ρk, re < 0 and pk re > 0。今天引力子的部分仅含有二次发散和对
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数发散，这些发散被暴涨能标截断来消除了，在 f > 1011Hz的高频端给出了
ρk gr = 3pk gr ∝ k−2 的结果，比之前真空的贡献要大好多个数量级。在低频端

f < 1011Hz，ρk 和 pk 并没有被规则化和阶段所改变。所以在规则化和截断之

后，总的能量密度和压强谱主要由引力子贡献。

对于标量场驱动的幂律暴涨，规范不变的标量场扰动有和残余引力波相同

的严格解，而标量曲率扰动也是一样。所以其规则化正如同残余引力波的情况，

具体来说，标量谱指数 ns、αs和张标比 r也都在规则化时保持不变。

本文研究的一大优势是基于残余引力波在整个膨胀宇宙中的严格解析解

（同时对于暴涨子场扰动和标量曲率扰动则是基于暴涨期间的解析解）。本文结

果显示，Parker-Fulling的绝热规则化和最小减除原理完美消除掉了功率谱，能
量密度和压强谱中的真空紫外发散。
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研究工作：

1. 宇宙密度场扰动与两点关联函数的非线性演化

2. 残余引力波的引力子与真空，以及功率谱和能动张量的绝热规则化

3. 由原初声速引起的 CMB半球不对称：对 δN 公式的推广

4. 在低红移观测中寻找物质反弹宇宙学的证据
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6. 非吸引子暴涨初条件与原初功率谱和非高斯中的特征
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